Interrogation écrite du vendredi 20 mai 2022 | - icne

exp (30 minuteS) - calculatrice
Numéro : ..... Prénom et NOM & ... ..uvieieie et e e e e Note : ..... [ 20
l. (3 points)

On consideére la fonction f définie sur R par f (x)=xe* -1 si x<0 et f(x)=1-2,/In(x+1) si x=>0.
Etudier la continuité de f en 0.

11. (6 points : 1 point + 2 points + 2 points)

On considére la fonction F : x — -
711+

at (on ne cherchera pas a exprimer F(x) en fonction de x).

cost
e

Calculer F'(x) sans justifier.

Compléter les égalités : F'(0)=....... ; F'(£j= .......

La fonction F est-elle convexe ou concave sur I'intervalle [0; nt] ? Justifier.



I11. (4 points)

Soit n un entier naturel quelconque supérieur ou égal a 1.

, el “(Inx)" (Inx)"
Compléter les egalités suivantes : —— dX=.ee ; (0 ) :
X
1 1

On donnera les résultats sous la forme la plus simple possible.

V. (5 points : 1°) 2 points ; 2°) 2 points ; 3°) 1 point)

2 7 si
Onposelzj.LS_deetJ:J.de.
o 1+2sinx o 1+2sinx

1°) Calculer 1.
2°) Calculer 1 +J . On rappelle que pour tout réel x on a sin2x = 2sin XCOS X .
3°) En déduire la valeur de J.

V. (3 points)

0

Calculer la valeur exacte de I’intégrale | =j xe * dx.
-1



Corrige de I’interrogation écrite du 20-5-2022

On considére la fonction f définie sur R par f (x)=xe* -1 si x<0 et f(x)=1-2,/In(x+1) si x=>0.
Etudier la continuité de f en 0.

On étudie les limites de f en 0 & gauche et a droite.

lim f(x)= lim (xe* -1)=-1

x—>0" x—>0"
fim £ (x)= lim (1-2,/in(x+1) ) =1-2In1=1

On constate que ces deux limites sont différentes.
La fonction f n’admet donc pas de limite en 0 et par conséquent, n’est pas continue en 0.

Commentaire :

Ona f(0)=1-2,/In(0+1) =1-2yIn1=1.

Par ailleurs, on a démontré que lim f(x)=1.

x—0

On peut donc écrire lim f (x)= f(0).

x—>0"

Par conséquent, f est continue a droite en 0 mais n’est pas continue a gauche.

On considére la fonction F : x — L
711+

cost
e

(on ne cherchera pas a exprimer F(x) en fonction de x).

Calculer F'(x) sans justifier.
1
l+e

vxeR F'(x)

COs X

. . 1
Considérons la fonctionu : t —
1+e

La fonction u est continue sur R (quotient de deux fonctions continues sur R, celle du dénominateur ne s’annulant
pas).

cost *

X

De plus, VxeR F(x):j u(t)dt.

-1

1
1+e

D’aprés le théoréme du cours, F est dérivable sur R et vxe R F/(x)=u(x) soit vxe R F'(x)

cosx

On peut dire que F est la primitive de u qui s’annule en — 1.



Compléter les égalités : F'(O)zﬁ ; F(gj=%
+

La fonction F est-elle convexe ou concave sur I'intervalle [0; nt] ? Justifier.

Pour savoir si F est concave ou convexe sur I’intervalle [0 : n] , on calcule F"(x).

COSX

vx e R F"(x):——(_sm x)e :
(1+ecosx)

COS X

_sinxxe
(e

On observe que le signe de F"(x) dépend uniquement de celui de sinx (les autres facteurs du quotient sont tous

strictement positifs de maniere évidente).

vxe[0;n] sinx>0 donc Vxe[0;n] F"(x)>0.

On en déduit que F est convexe ou concave sur I'intervalle [0; x| .

Soit n un entier naturel quelconque supérieur ou égal a 1.

1
e

(-1

(Inx)" ’

e n
. e In x 1
Compléter les egalités suivantes : ( ) dx = ;
. X n+1 L

On donnera les résultats sous la forme la plus simple possible.

X

Une primitive de la fonction f : x —

On peut en effet écrire f (x)= 1><(In x)".
X

X n+1

définie sur I’intervalle ]0; + oo est la fonction F : x —

Unxfﬂl

n+1
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V.

2 7 si
Onposelzj.Ls_deethj.de
o 1+2sinx o 1+2sinx

1°) Calculer 1.
2°) Calculer 1 +J . On rappelle que pour tout réel x on a sin2x = 2sin XCOS X .
3°) En déduire la valeur de J.



1°)

2 COSX
=] —— dx
o 1+2sinx

~ In| 1+2sinx | 2
B 2

0

In

1+23inn‘
2

In|1+2sin0 |
2 2

_In|142x1] In|1+2x0]
2 2

_In3 Inl

2 2

On vérifie cette valeur grace a la calculatrice.



2°)
I+J:I2—l§§£—dx+ 2—Eﬂg_i—dx
o 1+2sinx o 1+2sinx

[ ( COS X sin 2x j
= S - dx
Jo \1+2sinx 1+2sinx

N a

Ecosx+sin2xdx
1+2sinx

¢ 0

_'5cwx+2ﬂnxamxdx
1+2sinx

¢ 0

gcosx(1+23h1x) d
1+2sinXx

¢ 0

Il
m—
%)
>
>
e
orla

=9n£—sm0
2

~1-0
=1
3°)

. " . ) In
Dans les questions précédentes, on a démontré que |1 +J =1 et que | 273'

Onpmﬂdoncéuﬂequerzl—lsoﬁ\le—Hég.

On vérifie cette valeur grace a la calculatrice



V.

0

Calculer la valeur exacte de I’intégrale | =j xe * dx.
-1

On utilise la formule d’intégration par parties.

X

On considere la fonction u définie par u(x)=x et une fonction v telle que v'(x)=e"
On peut choisir la fonction v définie par v(x)=—e"".

Onaalors :
u(x)=x;v'(x)=e"
u'(x)=1;v(x)=—e".

On vérifie le résultat a I’aide de la calculatrice.

On observe que le signe de | est négatif, ce qui était prévisible a priori.



