T Interrogation écrite
specialite du vendredi 17 février 2023

50 minutes

Numéro : ..... Prénom et NOM & ... ..uveiieiiseiiiee e et Note : ..... [ 20

l. (4 points : 1°) 3 points ; 2°) 1 point)

On considere la fonction f : x — (— 2)E(X) définie sur R.

1°) Le but de cette question est de déterminer la valeur de f sur les intervalles 1, =[-1;0[, 1,=[0;1], I,=[1;2[.
Compléter les phrases suivantes :

e Vxel, E(x)=...donc vxel, f(X)=...=....
e Vxel, E(X)=...donc Vxel, f(X)=...=....
e Vxel, E(x)=...donc Vxel, f(X)=...=.....

2°) Sur la feuille annexe, tracer avec le plus grand soin la représentation graphique de f sur I’intervalle [—1; 2[ dans
le plan muni d’un repére orthogonal (O, 1, J) .

La fonction f est-elle continue sur R ? Répondre par oui ou non sans justifier.

I1. (5 points : 1°) 3 points + 1 point pour la rédaction, I’orthographe, le soin, les notations... ; 2°) 1 point)

On considére la fonction f : x — 2x —In x définie sur I’intervalle ]0 P+ oo[.
On admet que f est strictement décroissante sur I’intervalle }0 ; ﬂ et strictement croissante sur I’intervalle

Eal

1°) Démontrer que I"équation f (x)=8 (E) admet une unique solution dans I'intervalle 1 =[4;5].
Rédiger avec le plus grand soin selon le modeéle étudié, en écrivant une idée par ligne.



2°) On note a la solution de (E) dans 1.
A I’aide de la calculatrice, déterminer la valeur arrondie au milliéme de a..

veveeen... (unseul résultat, pas de notation a utiliser)

I11. (2 points)

On considére la fonction f : x — e~ définie sur R.

e Quel est le sens de variation de f sur R ? Répondre par une phrase correctement rédigee.

e Soit a et b deux réels quelconques tels que a<b. Onpose | = [a ; b] et on note J I’image de | par f.

Compléter I’égalité: J =.............. :

IV. (9 points : 3 points + 3 points + 3 points)

Soit ABCDEFGH un cube d’aréte a (ac R’ ). On note | le symétrique de D par rapport a C.

On note également P le plan contenant les points A, B, C, D, I et P' le plan contenant les points C, D, G, H, I.
Deux figures sont données sur la feuille annexe. 11 est demandé de ne rien écrire dessus en dehors des mesures
d’angles sur la figure 2 nécessaires pour le calcul de p,.

Calculer les produits scalaires p,=BE «BG, p,=BH+DI, p,=GA+GI.

Présenter le calcul de deux produits scalaires au choix (calculs en colonnes) ; donner la valeur du troisieme sans
expliquer.
Indication pour p, : On commencera par déterminer la nature du triangle BEG.

Indication pour p, : On cherchera le projeté orthogonal de A sur le plan P puis on écrira p, =G.....« Gl . On écrira

ensuite sur la figure 2 de la feuille annexe les mesures en degré des angles CGD et CGl.
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Bonus a rédiger au verso (1 point) :

Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 1 fixé.

Démontrer que la fonction f : x — cos (E E(x)j définie sur R est périodique.
p



Corrige de I'interrogation écrite du 17-2-2023

(%)

On considere la fonction f : x — (— Z)E définie sur R.

1°) Le but de cette question est de déterminer la valeur de f sur les intervalles 1, =[-1;0[, 1,=[0;1], 1,=[1;2[.
Compléter les phrases suivantes :

e Vxel, E(x)=—1donc Wxel, f(x)=(-2)"'=—=-Z=.

e Vxel, E(x)=0 donc vxel, f(x):(—Z)Ozl.
e Vxel, E(x)=1donc ¥xel, f(x)=(-2)=-2.

2°) Sur la feuille annexe, tracer avec le plus grand soin la représentation graphique de f sur I’intervalle [—1; 2[ dans
le plan muni d’un repére orthogonal (O, 1, J) .
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On vérifie le tracé grace a la calculatrice en « rentrant » la fonction f (pour la calculatrice Numworks I’expression est
notée (- 2)LXJ ).

La partie entiére d’un réel x est notée | x | (boite a outils rubrique Nombres décimaux).

On fait attention aux points d’arrét.

La fonction f est constante par intervalles (elle est constante sur tout intervalle de la forme [n N +1[ avec n entier

relatif). La représentation graphique de f est donc constituée de segments de droites horizontaux fermeés & gauche et
ouverts a droite.



La fonction f est-elle continue sur R ? Répondre par oui ou non sans justifier.

La fonction f est discontinue en tout entier relatif.

non

On considére la fonction f : x — 2x —In x définie sur I’intervalle ]0 P+ oo[.
On admet que f est strictement décroissante sur I’intervalle }0 ; ﬂ et strictement croissante sur I’intervalle

Eal

1°) Démontrer que I"équation f (x)=8 (E) admet une unique solution dans I'intervalle | =[4;5].
Rédiger avec le plus grand soin selon le modéle étudié, en écrivant une idée par ligne.

(E) s’écrit explicitement 2x—Inx =8.
On ne fera rien cependant de cela dans cette question.

On utilise la « méthode des 3 C ».

C, : fest continue sur I’intervalle ]0 P+ oo[ (comme différence de fonctions continues sur cet intervalle) donc, par

restriction, sur I’intervalle 1, car | c]O : +oo[

On peut justifier la continuité de f sur ]0;+ o[ de la maniere suivante :
La fonction u : x — 2x est continue sur ]0; + oo .
La fonction v : x — Inx est continue sur ]0; + oof .

Par différence, f est continue sur ]0 4 oo[.

C, :Ona f(4)=8-In4 et f(5)=10-In5.

La calculatrice donne f (4)=6,61370563... et f (5)=28,390562087..., ce qui permet de voir que 8 [ f(4); f (5)]

(autrement dit, 8 est une « valeur intermédiaire »).

: : : 1 L .
C, : fest strictement croissante sur I’intervalle [E ; +oo[ donc, par restriction, sur I’intervalle 1.

D’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, on peut affirmer que I’équation (E) admet une unique

solution dans I’intervalle I.

Les conditions C, et C, assurent I’existence, la condition C, assure I’unicité.



2°) On note a la solution de (E) dans 1.
A I’aide de la calculatrice, déterminer la valeur arrondie au milliéme de a..

4,782 (un seul résultat, pas de notation a utiliser)

En résolvant I’équation (E) avec la calculatrice (équation qui s’écrit 2x—In x =8), on obtient I’affichage : 4,78248.
La valeur arrondie au milliéme de o est donc 4,782.

On se garde bien d’écrire a.=4,782.

On n’écrit pas o = 4,782 .

I n’y a aucun moyen de résoudre I’équation (E) de maniére exacte.
On ne peut donc pas donner la valeur exacte de a.

On considére la fonction f : x — e™* définie sur R.

e Quel est le sens de variation de f sur R ? Répondre par une phrase correctement rédigee.

1°® méthode : trés bonne méthode

On utilise la composée, en utilisant la propriété rappelée ci-dessous.

Soit u une fonction définie sur une partie E de R a valeurs dans R.

On note expou=e".

Si u est croissante sur E, alors la fonction e" est croissante sur E.
Si u est décroissante sur E, alors la fonction e" est décroissante sur E.

Autrement dit, e a le méme sens de variation que u.

On considere la fonction u : x — — x définie sur R.
La fonction u est strictement décroissante sur R (fonction affine dont le coefficient de x est strictement négatif).

On en déduit que f est strictement décroissante sur R.

2° méthode : bonne méthode

On utilise la dérivée.

vxeR f'(x)=—e*donc vxeR f'(x)<0.

On en déduit que f est strictement décroissante sur R.



3° méthode : méthode peu naturelle, mais possible...

Onobserve que VxeR f (x) =— eton utilise la propriété du sens de variation de I’inverse d’une fonction
e

rappelée ci-dessous :

Soit u une fonction définie sur un intervalle I, telle que ¥x el u(x)=0 et u(x) soit de signe
constant sur 1.

La fonction f définie par f (x)=—— a les variations contraires de u sur I.

u(x)

Il s’agit d’un cas particulier de composée : composeée de la fonction u suivie de la fonction inverse.

On considére la fonction u : x — e* définie sur R.

u est strictement croissante sur R et a valeurs strictement positives donc f est strictement croissante sur R.

On ne demande pas de faire le tableau de variations de f sur R.

e Soit a et b deux réels quelconques tels que a<b. Onpose | = [a ; b] et on note J I’image de | par f.

Compléter I’égalité : J :[e*b ;e*a]

Par définition, J = f(l).
Comme f est décroissante et continue sur R, ona J :[f (b); f (a)], soit J :[e*b ;e*a]

On peut faire un graphique en tragant la courbe représentative de f.
Il est alors facile de faire apparaitre I’intervalle | sur I’axe des abscisses et I’intervalle J sur I’axe des ordonnées.

V.

Soit ABCDEFGH un cube d’aréte a (ac R’ ). On note | le symétrique de D par rapport a C.

On note également P le plan contenant les points A, B, C, D, I et P' le plan contenant les points C, D, G, H, I.
Deux figures sont données sur la feuille annexe. 11 est demandé de ne rien écrire dessus en dehors des mesures
d’angles sur la figure 2 nécessaires pour le calcul de p,.

Calculer les produits scalaires p,=BE « BG, p,=BH+DI, p,=GA+GI.

Présenter le calcul de deux produits scalaires au choix (calculs en colonnes) ; donner la valeur du troisieme sans
expliquer.

Indication pour p, : On commencera par déterminer la nature du triangle BEG.

Indication pour p, : On cherchera le projeté orthogonal de H sur P puis on écrira p, =B..... .DI.

Indication pour p, : On cherchera le projeté orthogonal de A sur le plan P puis on écrira p, =G.....« Gl . On écrira

ensuite sur la figure 2 de la feuille annexe les mesures en degré des angles CGD et CGlI.



e Calcul de p, :
1% méthode :
Ona BE=EG =BG =a+/2 (longueur de la diagonale d’un carré de c6té a) donc le triangle BEG est équilatéral.

Tous les angles de BEG mesurent donc

p, = BExBG xcos EBG

=a 2><ax/§><cos 60°

:Za2 ><i

Z

:a2

2° méthode :

On décompose les vecteurs grace a la relation de Chasles.

p, = (BF + FE) - (BF + FG)
—BF«BF+BF+FG+FE«BF+FE+FG (bilinéarité du produit scalaire)
=BF +0+0+0
= BF?

:a2

e Calcul de p, :

1°® méthode :

o, =BH - Di
=BD. DI (car D est le projeté de orthogonal de H sur P)
=CD - DI (car C est le projeté orthogonal de B sur la droite (DI))
——CDxDI (car les vecteurs CD et DI sont colinéaires de sens contraires)
=—ax2a

=—23a*



2° méthode :
p, =BH DI
=BD.DI (car D est le projeté de orthogonal de H sur P)
- (_ ﬁg) DI
=— (ﬁs . ﬁ) (propriété du produit scalaire)
=— BDx Bl xcos BDI

=—a+2x2axcos45°

1
=—a;<5><2a><—
-1

=-2a’
3° méthode :
p,=BH.DI

—=BD.DI (car D est le projeté de orthogonal de H sur P)

= a/2 x2ax cos135° (on détermine la mesure en degré de I’angle géométrique formé par les vecteurs BD et

DI en faisant une figure dans le plan ; on peut par exemple créer le point J tel que BJ = DI)

_a)ZXZa{%}

=-2a’



e Calcul de p, :
1%"® méthode :
p,=GA.GI
=GD-DI (car D est le projeté de orthogonal de A sur P")

=0 (carl’angle DGI est droit comme on le voit sur la figure ci-dessous et, par conséquent, les vecteurs GD et

DI en faisant une figure dans le plan)

H G
45° | 45°
D C iy

Comme p, =0, on peut affirmer que les vecteurs GA et Gl sont orthogonaux.

2° méthode :

On décompose les vecteurs grace a la relation de Chasles.
p,=(GC+CA)(GC+Ci)
=GC+GC+0+0+CA.ClI
_—2  — —

=GC +CA-Cl (projection orthogonale)

—a’—-axa



Bonus :

Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 1 fixé.

Démontrer que la fonction f : x — cos (E E(x)j définie sur R est périodique.
p

On va démontrer que f est périodique de période 2p, c’est-a-dire que pour tout réel x, ona: f(x+2p)=f(x).

On va utiliser la propriété suivante de la partie entiere :

vxeR VneZ E(x+n)=E(x)+n

vxeR f(x+2p)=cos %E(x+2p)j

= C0S E(E(x)+2 p)} (propriété de la partie entiere rappelée ci-dessus vu que 2p e Z)

=CO0S %E(x)+2n}

= cos| = E(x)j (propriété de la fonction cosinus : la fonction cosinus est périodique de période
p

2m)

= f(x)
Conclusion : La fonction f est périodique de période 2p.

Complément :
La fonction f est constante par intervalles.



