Contrdle du samedi 25 janvier 2020

TSl (4 heures)

Partie pour les éleves n'ayant pas choisi la
spéecialité mathématiques a rediger sur copie

(1 heure)

I. (7 points : 1°) 1 point ; 2°) 1 point ; 3°) 2 pmts ; 4°) 1 point ; 4°) 2 points)

Soitn un entier naturel supérieur ou égal a 1.
On considére le polynome(z) = (2* - iz)n ~(z-i)" aveczeC.

1°) Quel est le degré dé(z) ? On répondra sans justifier.

2°) Dans cette question, on prene: 3.
Développer et réduir®(z).

3°) CalculerP(2i) (résultat sous la forme la plus simple possiblg$ gdéterminer les entiers natureltels que

P(2i) soit un réel.
4°) Démontrer que pour tout nombre complexa aP(z) = (z-i)" (z" —l) )

5°) Dans cette question, on prene- 4.
Déterminer les racines de(z).

1. (8 points : 1°) 2 points ; 2°) 2 points ; 3°) oints ; 4°) 2 points)

s . sin(ax) cogax) . e .
On considére la fonctioi: x — L—L oua est un réel fixé.
sinx cosx

1°) Quel est I'ensemble de définitigh def ?

- 2sin((a— 9 x) .

2°) Démontrer que pour tout réRk 2 on a f (x)= v
sin

3°) Dans cette question, on preae: 3. Déterminer une expression simplifiée 6éx) pourxe & .

4°) Dans cette question, on preae: 5. Déterminer une expression simplifiée ti¢x) pour xe 7 .

1. (5 points : 1°) 2 points ; 2°) 1 point ; 3°) 2points)

On considére la fonctidi: x — 4x(1-X).

1°) Démontrer que pour tout réebn a f (sin® x) = sir? .

2°) Démontrer que pour tout réebn a( f o f)(sin2 x) = sir? 4.

3°) Soitn un entier naturel supérieur ou égal a 1.
Déterminer une expression simple(deo f o...0 f)(sin2 x) en fonction dex et den.
- - T

n fois



Corrigé de la partie pour les éleves n'ayant pas
choisi la spécialité mathematiques

Soitn un entier naturel supérieur ou égal a 1.
On considere le polynome(z) =(2*—iz)' - (z-i)" avecze C.

1°) Quel est le degré d@(z) ? On répondra sans justifier.

Le degré deP(z) est 2.

2°) Dans cette question, on prene: 3.
Développer et réduir®(z).

On doit développeP(z) = (zZ —iz)s—(z—i)3.

On utilise I'identité cubiquga—b)® = a* - 3a%h+ 3ab?—b°.

vzeC P(2)=(Z-iz) ~(z-i)’
= 2% - 32%xiz+32%x(iz)’ —(iz)3—(23—322xi +32zxi 2-j 3)
= ze—3iz5—3z4+iz3—(z3—3i22—3z+i)
=2°-3i2°-32"+(i-1) 2%+ 3iz*+ 3z i

3°) CalculerP(2i) (résultat sous la forme la plus simple possiblg$ péterminer les entiers natureltels que
P(2i) soit un réel.

P(2i) =((2i)° ~ix2i) ~(2i i)
=(-4+2)"-1
~(-2'-1

On raisonne par disjonction de cas.

1% cas n pair

Dans ce cas, on sait qukest un réel. Par conséqueﬁ(Zi) est un réel.

2% cas nimpair
Dans ce cas, on sait gileest un imaginaire pur. Par conséqu@(tZi) n'est pas un réel.
On en déduit que les entiers naturetsls queP(2i) est un réel sont les entiers naturels pairs.
4°) Démontrer que pour tout nombre complexm aP(z)=(z-i)" (z” —l) .
vzeC P(2)=(Z-iz) —(z-i)'
:[z(z—i)]n ~(z-i)"
=2"(z-i)" ~(z-i)"
:(z—i)"(z” —1)

5°) Dans cette question, on preng 4.
Déterminer les racines oe(z).

Les racines dé>(z) sont les solutions de I'équatid®(z)=0.

vzeC P(z)= (z—i)“(z4 —1) (factorisation obtenue a la question précédeote n = 4)
:(z—i)4((22)2—12)
=(z-i)*(Z-1)(*+1)
=(z-i)"(z=1)(z+1)(z+i)(z-1)
=(z-i)°(z-1)(z+2)(z+i)

Les racines dé(z) sontdonc 1, -1, i, —i.

. . sin(ax) cogax) . e
On considére la fonctioi: x — L—L oula est un réel fixé.
sinx cosX

1°) Quel est I'ensemble de définitidA def ?

f (x) existes sinx= 0 et cosx# C

Les réels dont le sinus vaut 0 sont les réels fmhaekr aveck e Z .



. . ) 1.
Les réels dont le cosinus vaut O sont les rédtsritae g+ 2kn , k appartenant .

On considére la fonctidi: x — 4x(1-x).
En utilisant le cercle trigopnométrique, on s’apérgae les réels dont le cosinus ou le sinus esit& sont les réels

dela forme@, keZ. 1°) Démontrer que pour tout réebn a f (sin2 x) = st X.
2

K vxe R f(sinzx)=4sinzxx(l— sirf x)
On peut donc écrir&? :R\{f’ ke Z}.

= 4sin? xx @S X

- 2sin((a— 9 x)

2°) Démontrer que pour tout réRk 2 on a f (x)=

sin2x = (2sinx osx)?
sin(ax)x cosx— cogax)x SiK
vxe f(x)= (=) prm cosé ) = (sin2x)’
_ sin(ax—x) 2°) Démontrer que pour tout réebn a( f o f)(sin”x) = sir? 4.
sinxx cosx
vxe R in®x)= i
sin((a-1>) xeR (fo f)(sin’x) f[f(smzx)J
Sinx cosx i (sin2 2x)
~ 2sin((a-9x)
"~ 2sinx cox :sin2(2x ) (on applique le résultat du 1°) en posgrt2x ce qui évite de refaire des
calculs
_ 2sin((a-9x) )
sin 2x =sin’ (4x)

3°) Dans cette question, on preae 3. Déterminer une expression simplifiée ﬂ(ax) pour xe 9 . 3°) Soitn un entier naturel supérieur ou égal & 1.

Déterminer une expression simple(deo f o...0 f)(sin2 x) en fonction dex et den.
o

2sin((3- 3x)
Vxeg f =
xe () sin 2x n fois
_2sinX De la méme maniére qu'aux questions 1°) et 2°phitient(f o f of )(sin2 x): Sir? &,
sin 2 (fofof of)(sinx)= sirf 16.
=2 On peut conjecturer quexe R (f o f o...o f)(sir x)= sirf( 2x).

n fois
4°) Dans cette question, on pread 5. Déterminer une expression simplifiée ﬁl(ex) pour xe 9 .
Ce résultat se démontre aisément par récurrence.

_ 2sin((5- 9x)

vxeZ f(x) Sin
[

_ 2sin4
sin 2x

2x 25X cos X
sirX

=4cosX




