U=a

Soita un réel. On considére la suite,) définie par e
vneN u,, =

n+2
Le but de ce probléme est d’étudier pour différemaeurs de: le comportement déun) .

Partie 1 : Etude de deux cas particuliers

1°) Dans cette question uniquement, on supposexquué.

a) Démontrer qu&/ne N u, <1.
b) Etudier la limite de la suitgu,) .

2°) Dans cette question uniquement, on supposexgua.

On considére la fonctiohdéfinie surf0;+ o[ par f (x)=€‘—(x+1)(x+ 2.

a) Calculerf ' et f" et en déduire quéd ' est strictement positive s[@ ;+oo[.

b) Déterminer le signe desur[S P+ oo[ .

c) Démontrer qu’a partir d’un certain rang, on,@> n et en déduire la nature de la s(itg) .

Partie 2 : Etude du cas général

On revient au cas général atest un réel quelconque. On considére I'ensemisléndiicesne N* des termesi, de
Uy =0

la suite définie pa g+ pour lesquelsi, <1.
vneN u,, =

n+2
E,={neN/u <1
1°) a) DéterminelE, et E,.

2
b) Démontrer que sk, = &, alors la suitqu,) converge vers 0.

2°) On suppose quE, =J.
a) Démontrer que/ne N u, >In(n+2).
b) Etudier la limite de la suitgu,) .

Partie 3 : Etude d’une suite auxiliaire

Dans cette partie, on s'intéresse aux deux suéaicplieres(x,) et(y,) définies par
X, = In(2|n(3|n(4...|r(n+ 3))) ety, =\2y3/4/.a/n+ 2.

1°) a) Démontrer qu&’x> 0, In x</X.
b) En déduire, poune N, une inégalité entre, et y, .

2°) a) Soitne N. On considére la fonctioq,, : x — In(2|n(3|n(4...|r((n+ ) Inx))))

Exprimer x,., et x, en fonction dep, et étudier les monotonies des suifgs) et (y,).

k=n+2
N+ 1

b) Démontrer qu&/ne N vy, = | | KZ? .
k=2
c) Démontrer querx>0 Inx<< x-1.

k=n
k-1

Zk—l :

3°) Dans cette question, on s'intéresse a la sorﬁmeg

k=n
a) Calculer&:Z%.
k=0

b) On pose poux =1, c(x):Zx .

k=0

k=0
Donner, pourx =1, deux expressions de la dérivégx).

k=n
¢) En déduire la valeur d8, = Z% puis celle d&s.
k=0

4°) a) On définit pour touhe N, 5 =Iny,.
Démontrer que pour tout> 2, s, < 2.

b) En déduire que les suités, ), (x,) et(y,) convergent.
Partie 4 : Une partie deR

On désigne paA, I'ensemble des réetstels queE, = &. Dans cette question on noter,g(oc) le terme de rang

de la suite(u,) pour laguelleu, =o.

1°) Redonner la définition d’un intervalle &e

2°) Démontrer que o, B) e R* eta<B, alorsvne N u, (o) <u,(B).
3°) Démontrer que P e A, alors |-, B]c A,.

4°) Démontrer quéd, est un intervalle d&.

5°) Démontrer qu'il existe un réeitel que]- oo, m < A, = -0, m].



