Vérifier a I'aide la commande de la calculatricerpettant de résoudre les équations polynomiales.

Contrble du samedi 5 octobre 2019

TS1

(2 heures) V. (2 points)

On consideére I'algorithme ci-dessous rédigé endgegiaturel ou :
e les variables etb sont des nombres complexes ;

I. (1 point) o les variables etk sont des entiers naturels avez 1.
Soitn un entier relatif quelconque. On pose (1+ i)4”+2xi .
Démontrer quez=(-1)"" x 2™, Entrée :
Saisirn
1. (3 points : 1°) 1 point ; 2°) 2 points) Initialisation :

a prend la valeufl— 2i

. 2 ) 2 b prend la valeui -1
Soitmun réel. On considére I’équatitéu—lx/i) +22+(z+|x/§) =m (E) d’'inconnuezeC.

Traitement :
1°) Dans cette question, on premd= —13. Résoudre 'équatiofE) dans ce cas. Pour k allant de 1 & Faire
b prend la valeub+1
2°) Dans cette question, on revient au cama@sst un réel quelconque. _ aprend la valeua+b? -1
Résoudrg(E) . On discutera suivant les valeursmde FinPour
Sortie :
) Afficher a etb
I1I. (2 points)
(z+ z')2 =-4 Faire tourner l'algorithme « & la main » paue 2 saisi en entrée.

Quels nombres obtient-on en sortie pour cette valen ?

Résoudre dan€? le systéme[
On n’attend aucun calcul. On se contentera d’étairéponse sur la copie.

(z—z')2 =1

IV. (3 points : 1°) 1 point ; 2°) 2 points) VII. (2 points)

On posez= iia oula est un réel. On considére la suitfy,) définie suN par son premier terme, =1 et la relation de récurreneg,, =1- 2u,.
+m Pour tout entier naturel on pose v, =3u, —1.

1°) Déterminer la forme algébrique zle Démontrer que la suit(wn) est une suite géométrique dont on préciseradamadt le premier terme. En déduire

| . I'expression deu, en fonction de.
2°) Déterminer la (ou les) valeur(s) aéelle(s) que :

e zsoit un réel ;

e Rez=-Imz.

V. (2 points)
On considére le polyndme(z) = z* -4z° - 16z— 16 avecze C.
En observant qué(z) = z* ~16- 4(z*+ 4) et quez*-16=(z"— 4)(z°+ 4), déterminer une factorisation de

P(z) sous forme d’un produit de deux polynémes du séckegré.
En déduire les racines complexesRig).



VIII. (3 points 1°) 1 point ; 2°) 2 points)
1°) Démontrer (sans utiliser de récurrence) que pmit entier natureh >3, on a2n? > (n+1)2.

2°) Pour tout entier natural on définit la phras@(n) : « 2" > n’ ».

e Les propositions?(0), P(1), P(2), P(3), P(4) sont-elles vraies ou fausses ? Justifier uniquepaur I'une
des propositions.

e On considére un entier natutel> 4 tel que la phras@(k) soit vraie c’est-a-dir@* > k.

Le but de la question est de démontrer qu'alophtaseP(k +1) est vraie c’est-a-dir@* > (k+1)2.

Recopier I'encadré ci-dessous en complétant legsignanquantes.

En multipliant les deux membres de I'inégal®&> k® par 2 qui est un réel strictement positif, on etti
2x 2> 2x k? soit 2 > 2k,

On en déduit que la phragy(k+1) est vraie.

e Formuler une conclusion sous la forme d’'une phrase

IX. (1 point)
On rappelle que la partie entiére d'un néekt I'unique entier relatib tel que p< x< p+1. Cet entiep est noté

E(x).
k=2019

A I'aide de la calculatrice, calculed = (— 1)E(m) .
k=0
On répondra en écrivant uniqguement I'égalité deréand

X. (1 point)

Quel est le maximum de I'expressicufl- x) lorsquex décritR ? Préciser pour quelle valeur xlee maximum est
atteint.



Corrigé du controle du 5-10-2019 (B) & 82’ ~4=m

I 22 _ m+4
3
. . . . . . Mm+4 . ) . . Lo p .
Soitn un entier relatif quelconque. On pose (1+ |)4"+2x| . Commem est un réel; 3 est aussi un réel. Il faut discuter suivant sgnesiqui ne dépend que de celuirde 4.

e 1
Démontrer quez=(-1)"" x 2™,
On se référe a la propriété du cours sur la résaldke 'équationz? = a olia est un réel.
A4n+2 L
z=(1+i)""xi

[y

On effectue donc une discussion en distinguarg tras selon qum>-4, m=-4, m<-4.

eSim>-4, anrs(E) & z= /mT+4 ouz=-— mTJr4 (2 solutions réelles opposées).

:(Zi)2n+1><i
:22n+1><((i2)n><i)><i e Sim=-4, alors(E) < z=0.
. [ m+4 .| m+4 . . . .
= 2PV (1) < P2 e Sim<-4,alors(E) & z=i /— 3 ouz=-i-— (2 solutions imaginaires pures opposées et

conjuguées).
— g2y (_ l)"+1

Avec ce dernier cas, on retrouve les résultatsolstpourm=—13 dans la question 1°).

) ) 1.

Soitmun réel. On considére I’équatitéu—ix/z) +ZZ+(Z+i\/§) =m (E) d'inconnuezeC.
2

+2') =-4

. ) (2
1°) Dans cette question, on prend= —13. Résoudre I’équatio(nE) dans ce cas. Résoudre dang™” le SyStem{ 7 Z.)z -1

Pourm=-13, I’équation(E) s'écrit (z—ix/f)2 +22 +(Z+i\/§)2 =-13.

Résolvons dan§? le systé (z+2)'=-4 (1
) ) ésolvons dan€” le system .
(E) & 2= 2—2+22+22M—2:—13 z-7'7 =1 (2)
o 322-4=-13 Il s’agit d'un systéme non linéaire de deux équetia deux inconnues.
2 4 On ne développe surtout pas les équations. Oncapla propriété pour la résolution des équati@nadorme
e =" Z?=a olaest un réel.
& z=iV3 ouz=-i\3 (1) & z+z'=2i ouz+2z'=-2i
Soit S'ensemble des solutions ¢&) pour m=-13. (2) & z-7=1ouz-z'=-1
S= {i«/é = i«/§} On est donc conduit & résoudre quatre systemesrtsé

2°) Dans cette question, on revient au cama@st un réel quelconque.
Résoudre(E) . On discutera suivant les valeursme



{z+z':2i {z+z':—2i {z+z':_2i

z-7'=1 z-z'=1 z-z2'=-1
1 1
Z==+i zZ==—i Z=———i
2 2
1 1. ,1
Z'=—=+i zZ'=—=—i Z'==—i
2 2 2

Chaque systeme se résout tres facilement en fdisaatnme et la différence des équations.

On noteSI'ensemble des solutions du systeme.

A ) (34

V.

On posez= Iia oua est un réel.
1+i
1°) Déterminer la forme algébrique zle
. i
T 1+i+ia
1+i

1+i(|a+1)
1+i
i(1+i)

1+i(a+1)

R
C1+i(a+l)

(i-1)(1-i(a+1))

:W (au dénominateufl+i(a+1))(1-i(a+1) = 1+ (a+ 1)

_i+(a+1)-1+i(a+1)
C 1+(a+))’

B a+i(a+2)
T1+a’+2a+1

_a+i(a+2)
T a?+2a+2

OnadonoRez:% et Imz:za;z.
a“+2a+2 a‘+2a+2

Autre méthode :

i
ia

1+i

_1+ia(1—i)
2

i
T 2+ia+a
2

2
2+a+ia
_2i(2+a-ia)

" (2+a)’ +a?
(2+a)

_ 2a+2i(2+a)
(2+a)’+a’

On peut ensuite développer le dénominateur puiglsier par 2 pour retrouver les expressions obésnavec la

premiére méthode.

2°) Déterminer la (ou les) valeur(s) d¢elle(s) que :
e zsoit un réel ;

e Rez=-Imz.
e Déterminons les valeurs ddelles queze R .

zeR & Imz=0

a+2
a’+2a+2

< a+2=0

S a=-2



« Déterminons les valeurs deelles queRez=— Imz (1).

(1) a __ a+2
a?+2a+2 a’+2a+2
< a=-a-2
s a=-1

On considére le polyndme(z) = z* -4z° - 16z— 16 avecze C.

En observant qué(z) = z* ~16- 4(z*+ 4) et quez*-16=(z"— 4)(z°+ 4), déterminer une factorisation de
P(z) sous forme d’un produit de deux polynémes du siclegré.

En déduire les racines complexesl%l(az).
Vérifier a I'aide la commande de la calculatricerpettant de résoudre les équations polynomiales.

VzeC P(2)=2'-16- 42+ %)

:(22 —4)(22+ 4)— 42(22+ 4)

(22+4)(22—4— 42)

(22+4)(22—4z— 4)
Pour déterminer les racines complexesPqe), on résout dan§ I'équation P(z)=0 (l)

() & (Z+4)(-42-9=0
& 22+4=0 (1) ouzZ’-4z-4=0 (1%

(1) & z=2i ouz=-2i
(1) & z=2+2J2 ou z=2- 2/2 (utilisation du discriminant réduit)

Les racines complexes d&(z) sont 2i, — 2i,2+2/2 ou 2-2/2.

On rappelle que tout réel est un nombre complexe @a- 2J2 ou 2- 24/2 sont bien des racines complexes du

polynéme.

VI

On consideére l'algorithme ci-dessous rédigé endgegaturel ou :
e les variables etb sont des nombres complexes ;

e les variables etk sont des entiers naturels avez: 1.

Entrée :
Saisirn

Initialisation :

aprend la valeu— 2i
b prend la valeur -1

Traitement :
Pour k allant de 1 & Faire
b prend la valeub+1

aprend la valeua+b? -1
FinPour

Sortie :
Afficher a etb

Faire tourner I'algorithme « a la main » paue 2 saisi en entrée.
Quels nombres obtient-on en sortie pour cette valen ?
On n’attend aucun calcul. On se contentera d’étairéponse sur la copie.

On remplit un tableau d'évolution des varialtes, b sachant quen=2.

k 1 2
. i .

b -1 (calcul :i-1+1) 1+1

a | 1.9 2i-1 -2 )
- (calcul :1-2i+i* —1=1+ 2i-1- 1) (caleul : 2i-1+(i+1)" -1)

On vérifie les résultats en programmant I'algoriéhsur la calculatrice.

VII.

On considére la suitfu,) définie suN par son premier terme, =1 et la relation de récurrencg,, =1- 2u, .

Pour tout entier naturel on pose v, =3u, —1.

Démontrer que la suit(a/n) est une suite géométrique dont on préciseradamadt le premier terme. En déduire

I'expression deu, en fonction den.




On va exprimer,,, en fonction dev, pour tout entier naturel.

”
vneN v, =3u,,-1
=3(1-,)-1 (utilisation de la relation de récurrence)
=2-6u,
=2(1-3)
=—2v,

D’apreés cette relation, la sui(evn) est une suite géométrique de premier teye2 et de raison — 2.

La formule donnant le terme général d’une suitengdique nous permet d'affirmer qine N v, = 2x (- 2)n .

v, +1 2x(-2)"+1

3

OronsaitquevneN u, = doncvneN u,=

1— (_ 2)n+1 -

On peut aussi écrire, =
3

On vérifie que la formule obtenue marche paurO.
On peut aussi Vérifier pour les premiers termela daite.

La suite(Vv,) est une suite auxiliaire permettant de trouverdtession explicite de, en fonction den.

VIII.

1°) Démontrer (sans utiliser de récurrence) que it entier natureh >3, on a2n® > (n+ 1)2.
1°®méthode : On étudie le signe de I'expresston 2x* - (x+ 1)2 avecxeR.
On développe cette expression.

vxeR A=x"-2x-1

A est un polyndme du second degré.

Le discriminant réduit de A et'=2.
Comme il est strictement positif, on en déduit Quedmet pour racines, = 1++/2 et X, =1-2.

Le polyndme A est positif lorsquee |- oo ; x,[ U]x ; + o[ -
X =2,414.. et x, =-0,414..

Le plus petit entier naturel supérieur ou éga] &st 3 donc on en déduit gée>0 pour tout entier naturel
supérieur ou égal a 3.

On en déduit que pour tout nombre entier nataiel3, on a 2n? > (n+ 1)2.

2° méthode : On étudie le signe de I'expressioa 2n —(n+1)2 avecneN.

On factorise cette expression.
vneN B:[nﬁ—(n+l)}[n\/—2+(n+J)J:[n(x/—Z— j— @[n(«/—a ).+ —jl

Le signe du deuxiéme facteur est positif pour étiter natureh.

Le signe du premier facteur est positif lorsque soit n>+/2+1 donc pour tout entier natural> 3,

1
J2-1
B>0.

On en déduit que pour tout nombre entier nataiel3, on a 2n? > (n+ 1)2.

2°) Pour tout entier natural on définit la phras@(n) : « 2" >n® ».

e Les propositions?(0), P(1), P(2), P(3), P(4) sont-elles vraies ou fausses ? Justifier uniquepaur I'une
des propositions.

P(0), P(1), P(2) sont vraies (cag’ > 0*, 2" > 1*, 2° > 2°).
P(3) est fausse.

P(4) est vraie.

e On considére un entier natutel> 4 tel que la phras®(k) soit vraie c’est-a-dire* > k*.

Le but de la question est de démontrer qu'alophtaseP(k+1) est vraie c’est-a-dir@“* > (k+1)2.

Recopier I'encadré ci-dessous en complétant legdignanquantes.

En multipliant les deux membres de l'inégal#é> k* par 2 qui est un réel strictement positif, on et
2x 2 > 2xk? soit 2 > 2k>.

On en déduit que la phra(k+1) est vraie.

En multipliant les deux membres de l'inégalifé> k® par 2 qui est un réel strictement positif, on efti
2x 2> 2x k? soit 2 > 2k2.

D'aprés la question 1°), comme> 4 par hypothése2k® > (k+ 1)2 donc 2" > (k+ 1)2.

On utilise la « propriété de transitivité » dedsation d’ordre :




«Sia>betb>c,alorsa>c ».

On en déduit que la phrag(k +1) est vraie.

e Formuler une conclusion sous la forme d’une phrase.

Comme P(4) est vraie et que si la phraBgk) est vraie pour un entier naturiel> 4, alors la phrasé(k+1) est

vraie, on en déduit que la phra@«(}n) est vraie pour tout entier natunel> 4.

IX.

On rappelle que la partie entiére d'un néekt I'unique entier relatip tel que p< x< p+1. Cet entiepp est noté

E(x).
ATaide de la calculatrice, calcule= (- 1)E(kf2) .

k=2019

k=0
On répondra en écrivant uniquement I'égalité derdand

2019

On écrit E ((—1)E(m)) (présence de parenthéses obligatoires sincaldalatrice ne comprend quelle somme
K=0

elle doit calculer et donne un résultat faux).

On obtient — 2.

Donc S=-2.

Il N’y a pas moyen de calcul&autrement (pas de formule sommatoire).

X.

Quel est le maximum de I'expressicul— x) lorsquex décritR ? Préciser pour quelle valeur xlee maximum est
atteint.

On considére la fonctioft x — x(1-x) définie surR.
vxeR f(x)=x-x

On étudie les variations desurR.
On peut soit utiliser la dérivée soit utiliser direment le cours sur les fonctions polynémes dargkdegré.

f est dérivable suR comme fonction polyndme.

vxeR f'(x)=1-2x

X — o0

N~

Signe def '(X) +

"

Variations de

\

D’apres le tableau de variatiofisdmet un maximum global sRrégal é% atteint pourx = %

Le maximum est visible sur la calculatrice en tra¢a courbe représentative fié condition de choisir une bonne
fenétre graphique.

Un tableau de valeurs avec un pas de 1 ne permmetepgouver ce maximum.

On peut aussi utiliser I'outil de la calculatricermettant de déterminer le maximum d’une fonctianus intervalle
fermé borné.



