II. (2 points : 1°) 1 point ; 2°) 1 point)

Contrdle du jeudi 21 février 2019

TSl (4 heures)

Le virus de la grippe atteint chaque année, emgétivernale, une partie de la population d’'utie Mia
vaccination contre la grippe est possible ; elli¢ &ve renouvelée chaque année.
Aucune rédaction n’est attendue dans cet exer@ieee contentera de donner les résultats.

Partl e CO mm u ne (3 heu reS) 1°) L'efficacité du vaccin contre la grippe peuteddiminuée en fonction des caractéristiques iddieiles des

personnes vaccinées, ou en raison du vaccin, gsi pas toujours totalement adapté aux souchesuduqui
circulent. Il est donc possible de contracter lpmg tout en étant vacciné.

o Il est demandé de ne rien écrire sur le sujet. Une étude menée dans la population de la villssué de la période hivernale a permis de consjater
* 40 % de la population est vaccinée ;
* 8 % des personnes vaccinées ont contracté lpegrip

* Le baréme est donné sur 20. « 20 % de la population a contracté la grippe.

On interroge une personne au hasard dans la pmpulat

I. (8 points : 1°) 1 point ; 2°) 2 points ; 3°) 1 pint ; 4°) 1 point ; 5°) 1 point ; 6°) 2 points) Quelle est la probabilité qu’elle ait contractétippe sachant qu'elle n'a pas été vaccinée ?
On donnera la valeur exacte sous forme décimale.

A tout réelm on associe la fonctiot,, : x+— (x+m)Inx—x définie surk’, et on notez,, sa courbe représentative
2°) Un laboratoire pharmaceutique mene une étud siaccination contre la grippe dans cette ville.

dans le plan muni d'un repé(@,i , j)- Aprés la période hivernale, 300 habitants de le sibnt interrogés au hasard.
On suppose que la probabilité qu'une personne iehaishasard dans la ville soit vaccinée contrgifgpe est égale
1°) Démontrer que toutes les courl#s passent par un point fixe A dont on préciseratesdonnées. a0,4.

Quelle est la probabilité qu’au moins un tiers plessonnes interrogées soit vaccinée ?

2°) Déterminer la limite def,, en 0" . En déduire que pour tout réelnon nul, la courb&’,, admet une asymptote On donnera la valeur arrondie au milliéme

verticale que I'on précisera.

I1I. (6 points : 1°) 1 point ; 2°) 1 point ; 3°) 1point ; 4°) 1 point ; 5°) 2 points)
On admettra quelim f_(x)=+oo.

X—>+0

Soitk un réel strictement positif.
3°) Calculerfm'(x) puis f, (x) On consideére la suit(-:un) définie sulN par ses deux premiers termgs=1 et u, =k ainsi que par la relation de

(un+1)2
ki

n

4°) On suppose dans cette question muest strictement positif. récurrencey, , = pour tout entier naturel

Dans un méme tableau, étudier le signefdy x) et les variations dd_' (il n’est pas demandé d’écrire les limites . . . .
' g ’qé( ) én ( P On admet que tous les termes de la s(un;(} existent et sont strictement positifs.

en 0" eten +x).
En déduire quef,,' admet un minimum global i, atteint lorsquex=m et calculerf _'(m). 1°) Exprimeru, , u, et u, en fonction dé
21 73 4 "

5°) On suppose dans cette question [me} 2°) Pour tout entier natura| on posev, =Inu,,, —Inu, .
e

Quel est e si 6. R 2 Justifi Démontrerque(vn) est une suite arithmétique dont on préciseraisameet le premier terme en fonctionldpuis
uel est le signe dé,,' surR’ ? Justifier.

P - - - exprimery, en fonction den.
En déduire le sens de variation . Former le tableau de variations dig avec les limites. P "

3°) Pour tout entier natureél>1, on poseS, =V, +V, +...+V,_;.

. 1
6°) On suppose encore dans cette questiomueé .
e

Mlnk
2

Démontrer en utilisant la question 2°) que pout ntier natureh >1, on a§, =
Démontrer que I'équatiorf,, (x)=0 (E,,) posséde une unique solution dans l'intervillee].

4°) Justifier que pour tout entier naturel1, on aS, =Inu,. En déduire, a I'aide de la question précédente,
I'expression deu, en fonction de et dek.

5°) On suppose dans cette question kuee.
Déterminer la limite deu, lorsquen tend vers +o puis déterminer le plus petit entier naturéél queu, <10 2%,



IV. (4 points : 1°) 1 point ; 2°) 1 point ; 3°) 1 pint ; 4°) 1 point)

1°) Déterminer une écriture exponentielle des nesilsomplexes = 3+:/§ etv= |\/§_1.

On utilisera ces deux résultats dans la suiteedeitice.

Dans toute la suite de I'exercice, on considétmlaa(zn) de nombres complexes définie upar son premier

3+i/3
2 Z,

terme z, =1 et par la relation de récurreneg, = pour tout entier naturel
2°) Quelle est la nature de la su(lz;‘]) ? Répondre avec précision.
En déduire, a 'aide du 1°), une écriture exporsdletide z, en fonction de.

3°) En observant que, ,, — z, = vx z,, déterminer une écriture exponentiellezjg — z, en fonction den.

n+4
En déduire qu'un argument dg,, - z, estg.

4°) On se place dans le plan complexe muni d’'ugneprthonormé diret{D,e—l,e—z).

Pour tout entier naturel on noteA  le point d'affixe z, .

e Justifier brievement que pour tout entier nataréés pointsA, et A,,; ne sont pas confondus.

o ATaide du résultat de la question 3°), détermies entiers naturelstels que(A A ;) soit paralléle a I'axe des

réels puis les entiers naturelsels que(A A ;) soit paralléle & I'axe des imaginaires purs.
On attend un raisonnement par équivalences.
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A tout réelm on associe la fonctior,, : x+— (x+m)Inx—x définie surk’, et on notez’,, sa courbe représentative

dans le plan muni d'un repé(é),f,]).

1°) Démontrer que toutes les courb€s passent par un point fixe A dont on préciseratesdonnées.

vmeR f (1)=(1+m)ini-1
=(1+m)x0-1

=-1

On en déduit que toutes les courl@s passent par le point(a;— 1) .
Pour trouver, on peut tracer des courB&spour différentes valeurs aesur I'écran de la calculatrice.

2°) Déterminer la limite def, en 0" . En déduire que pour tout réalnon nul, la courb&’,, admet une asymptote
verticale que I'on précisera.

On décompose la fonction.

lim (x+m)=m et lim In x=—o0 donc pour déterminer la limite du prod(it-+ m)In x en 0" il faut discuter
x—>0" x—>0"

suivant le signe dmn.
De plus, lim x=0.
x—>0"

1* cas :m>0

Dans ce caslim (x+m)in x=—co donc lim f_(x)=-oo.
x—>0" x—>0"

2°cas :m<0

Dans ce caslim (x+m)in x=+o donc lim f (Xx)=+o.
x—>0" x—>0"

3°cas:m=0

Dans ce casyxe R,

fo(x)=xInx-x.

On sait quelim xIn x=0 (limite de référence) dontm f,(x)=0.
x—>0" x—>0"

D’apreés les deux premiers cas, pour tout iéabn nul, la courbé&’,, admet I'axe des ordonnées pour asymptote
verticale.

On admettra quelim f_(x)=+co.
3°) Calculer f, '(x) puis f,,"(X).

. , 1
vxeR,  f'(x)=1xInx+(x+ m)x;—l

:Inx;|4+$/1

m
=Inx+—
X

4°) On suppose dans cette questionmuest strictement positif.
Dans un méme tableau, étudier le signe‘,Qle(x) et les variations dd ' (il n’est pas demandé d’écrire les limites

en 0" eten +w).
En déduire quef,,' admet un minimum global si&’, atteint lorsquex=m et calculerf,,'(m).

X 0 m +o0
Signe dex—m - 0 +
Signe dex? 0 + +
Signe def,"(x) - 0 +
Variations def,_ ' \ /
Inm+1

m

f.'(m)=In m+% =Inm+1



5°) On suppose dans cette question tme}
e

Quel est le signe dé,_ ' surR’ ? Justifier.
En déduire le sens de variation fle. Former le tableau de variations fig avec les limites.

Lorsquem>}, onalnm>In2 soitinms—1 d'odl Inm+1> 0 soit f.'(m)>0.
e e

Comme le minimum def,," est strictement positif, on en déduit qfie' est strictement positive st .
On en déduit qu&xe R’ f,,'(x)>0.

La fonction f,, est donc strictement croissante &r.

Signe def,'(x) +

Variations def

6°) On suppose encore dans cette questionmué .
e

Démontrer que I'équatiorf, (x)=0 (Em) posséde une unique solution dans I'interv[illlae].

X ‘ 0 r o b
3 ‘
RERE 3
Variations def / 2 6 \9\
0 _r
2

C, : La fonctionf est continue suR’, par propriété d'opérations sur les fonctions curgidonc sa restrictionl &st
également continue.

C, : La fonctionf est strictement croissank, surl.

C, : 0 appartient a I'intervalle défini par les imagie 1 et e puisqué, (1)=-1et f_(e)=m (avecm> 1 par
e

hypothese).

D’apres le corollaire du théoréme des valeurs inégliaires, I’équatiorQEm) admet une unique solution ddns

Le virus de la grippe atteint chaque année, erogérivernale, une partie de la population d'uie \ia
vaccination contre la grippe est possible ; elli &me renouvelée chaque année.
Aucune rédaction n’est attendue dans cet exerOioese contentera de donner les résultats.

1°) L'efficacité du vaccin contre la grippe peuteddiminuée en fonction des caractéristiques iddisiles des
personnes vaccinées, ou en raison du vaccin, gst pas toujours totalement adapté aux soucheswduqui
circulent. Il est donc possible de contracter lpmg tout en étant vacciné.

Une étude menée dans la population de la villesaué de la période hivernale a permis de consiar
* 40 % de la population est vaccinée ;

* 8 % des personnes vaccinées ont contracté |pegrip

* 20 % de la population a contracté la grippe.

On interroge une personne au hasard dans la papulat

Quelle est la probabilité qu’elle ait contract@tgppe sachant qu’elle n’a pas été vaccinée ?
On donnera la valeur exacte sous forme décimale.

On consideére les événements V : « La personneaesinée » et G : « La personne a contracté la gripp

40 % de la population est vaccinée ddhv)=0,4 et 8 % des personnes vaccinées ont contractélaegionc
P(G/V)=0,08.

Les données de I'énoncé permettent de faire I'atbrprobabilités suivant :

/G
/0,08
\Y \
0,4 G
/ G
V2 \

On notep la probabilité qu'une personne ait contracté lpge sachant qu’elle n’a pas été vaccinée.

On compléte alors 'arbre de probabilités :



G
_—
0,08
_—
V \
0,4 G
G
0 /
vV \
G

Les événements V &f constituent un systéme complet d'événements damzés la formule des probabilités
totales :

P(G)=P(VNG)+P(VNG) (1)

(1) & 0,2=P(V)xP(G/V)+P(V)xP(G/V)
& 0,2=0,4¢ 0,08 0,6 p
& 0,2=0,032- 0,p
< 0,6p= 0,16¢

0,168
0,6

S p=
& p=0,28
La probabilité qu'une personne ait contracté lpggisachant qu’elle n’a pas été vaccinée est aga@s.

Autre méthode : On travaille davantage en littéral.

On écrit la formule des probabilités total§G) = P(V)xP(G/V)+P(V)xP(G/V) et on en déduit
P(G)— P(V)X P(G /V)
P(V) |

P(G/V)=

2°) Un laboratoire pharmaceutique mene une étudsiccination contre la grippe dans cette ville.

Aprés la période hivernale, 300 habitants de le gibnt interrogés au hasard.

On suppose que la probabilité qu'une personne iehaishasard dans la ville soit vaccinée contggifgpe est égale
a0,4.

Quelle est la probabilité qu’au moins un tiers pessonnes interrogées soit vaccinée ?
On donnera la valeur arrondie au millieme.

On considére I'épreuve de Bernoulli qui consisteté@rroger au hasard un habitant de la ville paquelle le succes
est I'événement S : « L’habitant est vacciné coletigrippe » de probabilité 0,4 et I'échec estééement

S : « L’habitant n’est pas vacciné contre la grippde probabilité 0,6.

On interroge au hasard 300 habitants de la vilegdmettant que ce choix se raméne a 300 tiragesssifs avec
remise c’est-a-dire que I'on effectue 300 épreuweBernoulli indépendantes.

La variable aléatoire X égale au nombre de suace9@ épreuves suit la loi binomiale de paraméééset 0,4.

On chercheP(X >100) puisque le tiers de 300 est égal & 100.
Pour la calculatrice, on écR(X >100)=1-P( X< 99 (al'écran, on aura 1 — binomFRép(300,0.4,99)).

Comme le paramétre 0,4 est un nombre décimalplagpilité P(X >100) est aussi un nombre décimal.
On trouve I'affichage : 0,9926351542.

La valeur arrondie au milliéme d(X >100) est donc 0,993.

k=300
On peut aussi écrir®(X >100) = P(X=k) et utiliser la calculatrice.

k=100

Soitk un réel strictement positif.
On considére la suit(yn) définie sulN par ses deux premiers termgs=1 et u, =k ainsi que par la relation de

(un+l)2
ki

n

récurrenceu,,, = pour tout entier naturel

On admet que tous les termes de la suitg existent et sont strictement positifs.

1°) Exprimeru,, u, etu, en fonction de.

u :(Ul)2 " :(uz)Z u :(Us)z
2 ku ° ku 7 ku
0 1 2
_K K _ 1
Tk T kxk kx k
—K =1 1



2°) Pour tout entier natura| on posev, =Inu,,, —Inu, . vneN S =vy+V+..tV,,
Démontrer que(vn) est une suite arithmétique dont on préciseraisameet le premier terme en fonctionldpuis

exprimerv, en fonction de. =Inu —Inuy+Inu,—Inu +...+ Inu, —Inu,_, (les termes s’annulent deux a deux)
vneN v, =Inu,,—-Inu, =—Inuy+Inu,
(Un+1)2 =-Inl+Inu,
=In ST Inu,,,
un
=Inu,
2
=In(u, —Inku,—Inu
(tha) ! " R n(3-n) . Inkxn(3-n) _ Ink<n(3-n)
OrvneN § =———=InkdoncVneN Inu,=————= cequidonnei,=e 2
=2Inu,, —Inku, - Inu,,, 2 2
3-n)
=Inu,,; —Inku R n
n+l n On peut aussi écrire qug =k 2
=Inu,,; -Inu,-Ink n(3-n)

De plus, commay, =1 par hypothése, on peut bien écritee N u, =k 2
=V, -Ink

5°) On suppose dans cette question kuee.
On en déduit que la suife,) est arithmétique de premier terme=Ink et de raisorr = - Ink . Déterminer la limite deu, lorsquen tend vers +o puis déterminer le plus petit entier naturéel queu, <107 2%,

vneN v, =-Inkxn+Ink

n(3-n)
N . - T
—In k(l— n) D’apres la question précédentene N u,=e

0 ; _ - n(3-n)

3°) Pour tout entier naturei>1, on poseS, =V, +V,+...+V, ;. lim =—w
n—+ow 2

. - . . n(3-n —_— i = aore & ite- ion.

Démontrer en utilisant la question 2°) que pout &aier natureh>1, on a§, = ( )In k. X doncnILr?w Uy =0 par theoréme de composee suite-fonction

lim e*=0
X — -
Vo + Vi 4

vnelN § =nx On cherche le plus petit entier naturgél queu, <1072 (1).

nx Ink+(2-n)Ink Comme10 > dépasse les capacités de la calculatrice, orbigéale passer par le logarithme népérien.

2
Ink(3-n nE-n
i (2 ) D) ee? <10%
n(3-n

BUCLI LGl B TR

= 2
4°) Justifier que pour tout entier naturel1, on aS, =Inu,. En déduire, a l'aide de la question précédente, o n@-n) <-2019In1C
I'expression deu, en fonction de et dek. 2

) . ) X(3-x) . S . PN

S, est une somme télescopique. On rentre la fonctiofi: X — N dans la calculatrice de maniére a obtenir une tdbht le pas soit égal a 1 en

commencant a 0.

On cherche la plus petite valeurxdentier naturel tel quéd (x) <—-2019In1C (on utilise
—2019In10=- 4648,91930).



On trouve 98.

Donc Vne N zn=( >

&)

Le plus petit entier natureltel queu, <107 ***° est 98.

On peut aussi passer par une inéquation du seemrd.d_a démarche est cependant un peu plus longue.

Par conséquentyne N z = [2

1) & n*-3n-4038In10> ( N
J3
CommeVvne N {:J >0, il s'agit bien d’une écriture exponentielle dg

Les racines du polyndme? —3x— 4038In1( avecx réel sont

3++4/9+16152In1C ot 3-4/9+16152In1C
> .

3°) En observant que,,, — z, = vx z,, déterminer une écriture exponentiellezjg — z, en fonction den.

n+4
V. En déduire qu'un argument dg,, - z, est%
— . : 3+iV3 iV3-1 3.3
o — — +iv3
1°) Déterminer une écriture exponentielle des n@wloomplexes 7 etv 1 vneN z,- =( 4 _lJZ"
On utilisera ces deux résultats dans la suiteedeitice.
_i3-1
On passe par la forme trigonométrique en calc@aentuellement préalablement les modules. T4 &
3+i\/— V_i\/§—l =VxZ,
4
1( 1 .43 ) o
=5 —*2+If2 On reprend alors le résultat de la question prédéde
LI A 2w 2 .
[ 56 mej —E[CO%HSI%J vneN z,,- zn_;e3x(\/2§] a5
2n
£ s T
2

2

1 3 (n+4
22

oy

On vérifie les deux résultats grace a la calcuatri

Dans toute la suite de I'exercice, on considémjlte(zn) de nombres complexes définie Supar son premier

3+ i\/§
4

terme z, =1 et par la relation de récurreneg, = z, pour tout entier naturel

vneN x[\/é] >0 donc cette derniére égalité donne une écriturerextielle dez,,, -z, .
2°) Quelle est la nature de la sufte,) ? Répondre avec précision. 2

En déduire, a 'aide du 1°), une écriture exporsdletide z, en fonction de. n+d
On en déduit qu'un argument dg,, — z, est( L

D’apreés la relation de récurrenc(ezn) est une suite géométrique de raigpa

3+i3
4

et de premier terme, =1. 4°) On se place dans le plan complexe muni d'ugneprthonormé dire((to,e—l,e—z).
Pour tout entier naturel on noteA , le point d’affixe z, .

e Justifier briévement que pour tout entier nataréés pointsA et A ,, ne sont pas confondus.

n+l

On en déduit qu&/ne Nz, =[3+:/§j .

Pt i s (n+4
or 3+4I1\/§=u=§e6' On a démontré queneN  z,, - zn_x(\/é}



n i(n+4)1c
Or Vne N ;X(\/Z—Je 6 =0.

On en déduit qu&neN  z,,,-2z, #0.
Ainsi VneN z ,#z.

On en déduit que pour tout entier natureles pointsA, et A ., ne sont pas confondus.

n+l

o A laide du résultat de la question 3°), détermies entiers naturetstels que(A A ;) soit paralléle & I'axe des

réels puis les entiers natureltels que(A A n+1) soit paralléle a I'axe des imaginaires purs.
On attend un raisonnement par équivalences.

n" tn+l

. . . . - (n+4)n
D’aprés la question précédente, une mesure emsadeal’angle(q, AA ) eStT

(Ah ) 1(0%) & (6. AA,2)=0 (x)

N (n+4)n =kn (keN) (onse limite &keN puisque(r1+T4)1t est positif)

< n=6k-4 (keN)

Les entiers naturelstels que(A A ,,) soit paralléle & I'axe des réels sont les entlerka formeék — 4 aveck
entier naturel non nul.

(AAL) 11 (Oy) < (&, AALL) =% (7)

N3

(n+4)=n
6

=

:52+kn (keN)

& n=6k-1 (keN)

Les entiers naturelstels que(A A ;) soit paralléle & I'axe des imaginaires purs sesitehtiers de la formek —1
aveck entier naturel non nul.



