Controle du vendredi 21 décembre 2018

TSl (50 minutes)

Prénom et NOM & ... i e e Note :

I. (2 points)
On rappelle que la tangente d’un réel x qui n’est pas de la forme g+ kn ou k est un entier relatif est le réel noté
sin x

tan x défini par tanx=——
COS X

On considére la fonction f : x — tanx définiesur D = R\{g +km, k e Z}.

Calculer f (x) en donnant le résultat sous forme simplifiée.
On ne demande pas de dire pourquoi f est dérivable sur D.

I1. (7 points : 1°) 1 point ; 2°) 2 points ; 3°) 2 points ; 4°) 2 points)
On considére la fonction f : x — cos x +sin x—1 définie sur R.

1°) Démontrer que f est une fonction périodique dont on précisera la période.
On formulera la conclusion de la maniére suivante : « f est périodique de période ... ».

2°) Déterminer la primitive F de f qui s’annule en . On donnera la réponse sans justifier.



I11. (4 points : 2 points + 2 points) 4%) Soit o un réel tel que sin o _1
3

on note C la courbe d’équation y =sin x dans le plan muni d’un repére (O,T, ]) Calculer f (a).

Compléter les phrases suivantes en écrivant une seule réponse a chaque fois :

o La tangente & C au point d’abscisse 7 a Pour BQUALION ................eoveeeeieeee e eeee e e .

o La courbe C coupe I’axe des abscisses auxX POINtS A’ aDSCISSES ............evveveveeerieeeeeee e seeeeeeee e e .

IV. (7 points : 1°) 1 point ; 2°) 2 points ; 3°) 2 points ; 4°) 1 POINt ; 5°) 1 POINE) e e e e e e e e e e e e e e e

On considére la fonction f : x — cos2x —sin x définie sur R. i
5°) Comparer f (m—x) et f(x) pour x réel quelconque.

o Calter (X) on donmera 1a réponse sas st Question bonus : Que peut-on en déduire pour la courbe représentative C de la fonction f dans le plan muni d’un
repére orthogonal (O,T, ]) ?

39 Résoudredans R Péquation £(x)=0 (). e e e et e et

Indication : On pourra observer que f (x) =C0s 2x—cos(g— xj pour tout réel x.



Corrigé du contréle du 21-12-2018

On rappelle que la tangente d’un réel x qui n’est pas de la forme g+ kn ou k est un entier relatif est le réel noté

i sin x
tan x défini par tanx=——.
€OS X

On considére la fonction f : x — tanx définiesur D = R\{g +km, k e Z}.

Calculer f (x) en donnant le résultat sous forme simplifiée.
On ne demande pas de dire pourquoi f est dérivable sur D.

€O0S X X C0S X —Sin Xx (—sin X
vxe D f'(X)= > ( )
cos” X
_cos® x+sin® x
cos? x

e

P02
1 l+sm X

. ~—=1+tan’ x
cos? x cos? x

1.
On considére la fonction f : x — cos x+sin x—1 définie sur R.

1°) Démontrer que f est une fonction périodique dont on justifiera la période.

On formulera la conclusion de la maniére suivante : « f est périodique de période ..

On sait que les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de période 2.
On va démontrer que la fonction f est également périodique de période 2.

vxeR f(x+2r)=cos(x+2m)+sin(x+2m)-1
=c0s(x+2m)+sin(x+2m)-1
- f(x)

On en déduit que f est périodique de période 2.

On controle ce résultat graphiquement grace a la calculatrice.

»,

2°) Déterminer la primitive F de f qui s’annule en . On donnera la réponse sans justifier.

F(x)=sinx—cosx—x+mn—1

On notera I’ajout de la constante m—1 pour que F s’annule en &. La démarche compléte est détaillée ci-apres.

Une primitive de f sur R est la fonction F : x — sinx —cosx—x+k avec ke R.
On cherche k tel que F(n)=0 (1).
(1) & sinm—cosn—n+k=0
< 0+1-n+k=0
& 1-n+k=0
s k=n-1
3°) Vérifier que pour tout réel x, ona f () =«/§cos(x—gj -1.
1% méthode :

1 . 1
UXxeR f(xX)=+2| cosxXx—+sin xx— | -1
(9 =2 oon y sinne 5 |

=«/§(cosx><cos%+sin XXSin%j—l

= ZCos(x—Ej—l
4

2° méthode :

vxeR «/Ecos(x—gj —1=\/§(cosxxcosg+sin xxsingj—l
1 . 1
=J§(cosx><—+sm XX—J—l
V2 V2

=CcosX+sinx-1
=1(x)
Ainsi vxeR f(x)= ﬁcos(x—gj -1.

Dans cette méthode, il est possible de poser g (x) = \/Ecos(x —gj —1 avant d’effectuer les calculs.



Remarque :

Le tracé de la courbe représentative de f suggere qu’il s’agit d’une sinusoide.
L’expression de f obtenue dans cette question permet d’affirmer que la courbe représentative C de f dans le plan

muni d’un repére (O,T, ]) est bien une sinusoide.
C se déduit de la courbe de la fonction cosinus par la translation de vecteur %T suivie de I’affinité d’axe (Oy) et de

rapport +/2 suivie de la translation de vecteur — i
4°) Résoudre dans R I’équation f (x)=0 (E).

On utilise I’expression de f (x) établie a la question précédente.

(E) & ﬁcos(x—%j—l:O

T
& cos| x—= |=
( 4]

T T
& CoS| X—— |=cos—
( 4] 4

i

ST 2kn (keZ)
4 4
& gou (on «enléve » les cos avec la propriété du cours)

x—2— T ok'n (k'eZ)
4 4

X

X:g+2kn (keZ)

= ou

x=2k'n (k'eZ)
I'y a deux « familles » de solutions.

Soit S I’ensemble des solutions de (E).
S ={g+2kn, keZ}U{Zk'Tc, k'eZ}

On peut retrouver les solutions graphiquement en tracant la courbe représentative de la fonction f sur I’écran de
calculatrice.

1.
on note C la courbe d’équation y =sin x dans le plan muni d’un repére (O,T, ])
Compléter les phrases suivantes en écrivant une seule réponse a chaque fois :

o La tangente a C au point d’abscisse  a pour équation y=m—x.

o La courbe C coupe I’axe des abscisses aux points d’abscisses kravec k e Z .

Pour déterminer une équation de la tangente a C au point d’abscisse , on considére la fonction f : x — sinx.

Une équation de cette tangente s”obtient par la formule y = f '(m)(x— )+ f (n).
Ona f(n)=0et f'(n)=-1.

On Vérifie le résultat grace a la calculatrice.

V.
On considére la fonction f : x — cos2x —sin x définie sur R.
1°) Calculer f (x) On donnera la réponse sans justifier.

vxeR f'(x)=-2sin2x—cosx
2°) Déterminer une expression factorisée de f (x)

vxeR f'(x)=-cosx(4sinx+1)
On utilise la formule de duplication sin 2x =2sin Xxcos .
3°) Résoudre dans R I’équation f (x)=0 (E).

Indication : On pourra observer que f (x) =C0S 2x—cos(g— xj pour tout réel x.

(E) est une équation trigonométrique.



(E) @cost—cos(%—xj:O (E) & sinx=—1ou sinx=%

T
@cost:cos(g—xj x:—§+2kn (keZ)

Tc ' '
2x:g—x+2kn (keZ) & (x=grakin (kez)
ou

< <ou (on « enléve » les cos avec la propriété du cours) 5
X=?ﬂ:+2k "1 (k"eZ)

2X=—§+X+2k'1‘c (k'eZ)

n Soit S I’ensemble des solutions de (E).
3X=§+2k1'c (k eZ)

< <cou S={—g+2kn, keZ}U{%+2k'n, k'eZ}U{S—g+2k"n, k"eZ}
X:—g+2k'n (k'eZ)

De la méme maniére qu’avec la premiere méthode, en utilisant le cercle trigonométrique, on s’apercoit aisément que

n 2kn - n  2km
S b I’on peut écrire S=<—+——, keZ;.
X 6+ 3 (keZ) p {6 3 € }
< Sou
x:—g+2k'n (k'ez) 4°) Soit o un réel tel que sina:—%.

Calculer f(a).
I'y a deux familles de solutions.

Soit S I’ensemble des solutions de (E). f(a)=cos2a-sina

T 2kn i =1-2sin*a.—sina
S={Z+"" keZiUJ-=+2k'm, k'eZ
6 3 2 )
AL
. o . . , . , n 2kn 3 3
En positionnant les points images sur le cercle trigonométrique, on s’apercoit que I’ensemble E+T' keZ:} est
. _1 2 1
inclus dans I’ensemble {——+2k'n, k'eZ;. B _§+§
2
. n  2kn
On peut donc écrire S =q—+——, keZ;. _ 10
6 3 =9

Autre méthode : 5°) Comparer f (n—x) et f(x) pour x réel quelconque.

(E) e 1-2sin% X—sinx =0 Question bonus : Que_pfut-on en déduire pour la courbe représentative C de la fonction f dans le plan muni d’un
repére orthogonal (O, i, j) ?

On pose X =sin x (changement d’inconnue).
(E) s’écrit 1-2X*-X =0 (E).

Les solutions de (E) sont — 1 et % .



vxeR f(n-x)=cos[2(n-x)]+sin(n-x)
=¢0s(2m—2x) +sin X
=c0s(— 2x)+sinx
=C0S 2X+Sin X
-1 (x)

On peut en déduire que C admet la droite d’équation x =§ pour axe de symétrie.



