Controle du mercredi 17 octobre 2018

TS1 (3 heures)

Partie commune a tous les éléves (2 heures)

I. (2 points : 1°) 1 point ; 2°) 1 point)

On considére la suit@y,) définie sulN définie paru, = 2°"*?— 4" pour tout entier naturel

1°) Justifier que pour tout entier natunelu, = 3x 4". En déduire la nature c(eln) .
I1I. (1 point)

On considére la suite géométrig(g ) définie sulN" telle queu, =486 etu, =—144.
Que vaut sa raisap?

2°) Pour tout entier natura| on poses, = E u, .

k=0
Exprimer S, en fonction de sous la forme la plus simple possible. IV. (3 points)

Pour tout entier naturel, on définit la phras@(n) : «5" >3+ 4' ».

e Les propositionsP(0), P(1), P(2), P(3), P(4) sont-elles vraies ou fausses ? Justifier uniquepaur 'une
des propositions.

1. (1 point)

Calculer la sommes=2+11+ 20+ 29 .+ 201.



e On considére un entier natuketel que la phras@ (k) soit vraie c'est-a-diré > 3 + 4.

Le but de la question est de démontrer qu'alophtaseP(k+1) est vraie c'est-a-diré** > 3+ 47,
Lire puis compléter les lignes ci-dessous.

En multipliant les deux membres de l'inégalité> 3 + 4 par 5 qui est un réel strictement positif, on ebti
5x 5 > 5x(3 + 4) soit 5" >5x 3 + 5 4 (a).

On considére ensuite les inégaliés 3 (1) et5>4 (2).

En multipliant les deux membres (B par 3 qui est strictement positif, on obtient I'inégalfix 3 > 3™ (1').

En multipliant les deux membres () par ...qui est strictement positif, on obtient I'négalix 4 > ...... (29.

En additionnant membre & membre les inéga(itdset (2'), on obtient l'inégalité
. (b).

Les inégalitéqa) et (b) donnents“* > 3**+ 4°* qui permet d'affirmer queé®(k +1) est vraie.

e Formuler une conclusion sous la forme d’'une phrase

V. (2 points)

z+2,+22=7+3 ()

Résoudre dan€? le systém .
Z+2,=1+] (2

Indications :

e On ne passera pas par la forme algébriqug, @ z, .

e On commencera par calculgr+ z, .

................................ (une seule réponse, sans détailleldamarche)

VI. (2 points : 1°) 1 point ; 2°) 1 point)

Soita un nombre réel donné. On considére le polyn&(e) = Z° +iz” + az+ia de variableze C.
Les deux questions sont indépendantes.

1°) CalculerP(1+i) en fonction d&. On donnera le résultat sous forme algébrique.
Déterminera tel queP(1+ i) soit imaginaire pur.

2°) On suppose dans cette questionajast un réel strictement positif.
Déterminer les racines complexes@gz).

Indication : FactoriserP(z) en observant que(z)=(2*+iz’)+a(z+i).



VII. (6 points : 1°) 1 point ; 2°) 1 point ; 3°) 1point ; 4°) 1 point ; 5°) 2 points ; 6°) bonus sufl point)
On considére la fonctioi: x— (x—3)v/x définie surf0;+ oo et on noteZ” sa courbe représentative dans le plan

muni d’un repére(O,T,]).

1°) Calculer f '(x) pour x> 0. On donnera le résultat sous la forme d’un seatignt.

vxe0;+ oo (un seul résultat)

Compléter la phrase suivante :

f' sannule pourx=...... .

2°) Faire un tableau comprenant I'étude du signé t(e() et les variations de

3°) On note A le point d& d'abscisse 3.

Compléter la phrase suivante :

La tangente en A& a pour coefficient directeur ............... (un seul réausous la forme la plus simple
possible).

4°) Tracer avec soin la courlz@ainsi que la tangente horizontale sur le graghijtcontre.
On admettra sans démonstration gedmet une demi-tangente verticale au point O.

5°) Déterminer le nombre de solutions df@s+ o[ de I'équationf (x)=-1 (E).

Déterminer a l'aide de la calculatrice un encadrgnde chacune des solutions par deux décimaux cotifsé
d’'ordre 3 (c'est-a-dire deux décimaux consécutifssgcrivent avec trois chiffres aprés la virgule)



6°) Déterminer I'abscisse du point B de la cougben lequel la tangente a pour coefficient direcieu
Indication : On sera amené a résoudre une équation et anigliseangement d’'inconnux =Jx.

VIl

On considére une fonctidndéfinie sur un intervallé =[a; b] ola etb sont deux réels tels que<b.
On suppose quke vérifie les conditionsC,, C,, C, suivantes :

C, : f est continue sur;

C, :f est strictement monotone sur

C,: f(a) et f (b) soient non nuls et de signes différents.

D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs inégliaires, on sait qu'il existe un unique régk [a; b] tel que
f(%)=0.

On donne ci-dessous I'algorithme correspondantadénode de dichotomie afin de déterminer un ercaent de
%, d’amplitude inférieure ou égale au réatrictement positif saisi en entrée.

Les noms des variables reprennent les notatiomggedtes a I'exception de

Entrées :
Saisira etb
Saisirf
Saisire

Traitement :
Tantque b—a > e Faire

a+b
mprend la valeurT

Si f(m)=0
Alors prend la valeum
b prend la valeum

FinSi
Si f(a)xf(.)>0
Alora prend la valeum
FinSi
Si f(a)xf(....)<0
Alor® prend la valeum
FinSi
FinTantque
Sortie :
Afficher a etb

1°) Compléter cet algorithme.

2°) Ecrire I'inégalité vérifiée par les valeurs aletb affichées en sortie et la valeur @saisie en entrée.

<eeveee... (Une seule inégalité)



Corrigé du contrdle du 17-10-2018

On considére la suitfu,) définie sulN définie paru, = 2°**— 4" pour tout entier naturel

1°) Justifier que pour tout entier natunelu, =3x 4". En déduire la nature ({en) .

1%¥®facon : 2°facon :

vneN u,=22"2_4" vneN u,=22"2_4"
_ 22n « 22 _4 _ 22(n+1) _q
=4"x4- 4 :(22)n+1_4n
=4"x4-4'x1 g
=443 — 444
:3><4n :4n><(4_])

=3x4"

La suite(u,) est donc une suite géométrique de raison 4 (ptetmier termeu, = 3).

k=n
2°) Pour tout entier natura| on poses, = E u, .
k=0
Exprimer S, en fonction de sous la forme la plus simple possible.

S, est la somme de tous les termesigdé u,. Le nombre de termes de cette somme est égalla

Pour déterminer I'expression simplifiée &g, on utilise la formule donnant I'expression sirfipk des termes
consécutifs d'une suite géométrique.

4n+1_l
4-1

vneN §, =Uyx

4n+1 _1
3

=3x

_ 4n+1_l

Calculer la sommes=2+11+ 20+ 29 .+ 201.

On considére la suitfu,) définie sumN par u, =9n+ 2 pour tout entier naturel.

(u,) est une suite arithmétique de raison 9.

On au, =2 et u,, = 2018.

k=224
S= E U,

k=0

e 2+ ;OlS

=22725C

On peut utiliser la calculatrice pour calcugou pour vérifier le résultat.

On considére la suite géométrigig) définie sulN” telle queu, = 486 etu, = —144.
Que vaut sa raisap?

. 144 . 8
On au, =g’ xu, soit —144=q*x 48€d'oli ¢* =—=—— soit g’ =— —.
L, = XU, qx q 286 q 57

. /8 N 2
On en déduit queg=-3— d'ouq=——.
aua 27 g 3

V.

Pour tout entier nature| on définit la phras@(n) : « 5" >3+ 4" ».

e Les propositionsP(0), P(1), P(2), P(3), P(4) sont-elles vraies ou fausses ? Justifier uniquepaur 'une
des propositions.

Les propositions?(0), P(1), P(2) sont fausses.
Les propositionsP(3) et P(4) sont vraies.
Justifions queP(3) est vraie.

D’une part,5° =125,

D’autre part,3® + 4° = 91.
On a doncs® > 3+ 4°. Par conséquenB(3) est vraie.



e On considére un entier natuketel que la phras@(k) soit vraie c'est-a-diré > 3 + 4. VL.

Le but de la question est de démontrer qu'alophitaseP(k+1) est vraie c’est-a-dirg " > 3+ 4%,

_ ) _ i Soita un nombre réel donné. On considére le polyn@(e) = 2° +iz” + az+ia de variableze C.
Lire puis compléter les lignes ci-dessous.

Les deux questions sont indépendantes.

En multipliant les deux membres de l'inégalité> 3 + 4 par 5 qui est un réel strictement positif, on eti
5x 5 > 5><(3+ 4‘) Soit 5" > 5x 3 + 5¢ 4 (a).

On considére ensuite les inégali@s 3 (1) et5>4 (2).

1°) CaIcuIerP(1+i) en fonction de&. On donnera le résultat sous forme algébrique.
Déterminera tel queP(1+ i) soit imaginaire pur.
. A3 . 2 . .
P(1+i)=(1+i) +i(1+i) +a(l+i)+ia
En multipliant les deux membres (5 par 3 qui est strictement positif, on obtient I'inégalfix 3 > 3" (1'). (L) = (L) + i) +a+)

=—2+2i+ix2i+a+ia+ia
En multipliant les deux membres @) par 4 qui est strictement positif, on obtient 'inégalfix 4 > 4** (2).

=—2+42i-2+a+ia+ia

En additionnant membre & membre les inéga(itdset (2'), on obtient I'inégalité )
=a-4+2i(a+l)

5x 3 +5x 4> &M+ £ (b). ) . o _
Commea est un réel par hypothése, on a obtenu I'écrilgébrique deP(1+1).

Les inégalitéga) et (b) donnent5** > 3+ 4** qui permet d’affirmer qué®(k +1) est vraie. P(1+i) imaginaire pur= a-4=0
e Formuler une conclusion sous la forme d’une phrase < a=4
On a démontré que(3) est vraie et que (k) est vraie pour un entier natukelalors P(k +1) est vraie. Remarque : Poua=4, P(1+i)=10i.

Donc, d’aprés le théoréme de récurrence, la phP{sg est vraie pour tout entier natunef> 3. ) i . .
2°) On suppose dans cette questionaast un réel strictement positif.

Déterminer les racines complexes @z).

V. Indication : FactoriserP(z) en observant qu@(z):(z3+izz)+a(z+i).
22=7+3i (L . _
Résoudre dans? le systeme 2 22 <2~ 7% () vzeC P(2)=(Z+iz’)+a(z+)
Z+2,=1+i (2)
2 : .
Indications : =2 (z+i)+a(z+i)
—(72)( 42
e On ne passera pas par la forme algébriqug @ z, . ‘(ZH)(Z +a)

e On commencera par calculgr+z,.
On doit résoudre dari I'équation P(z)=0 (1).

(3-2i;i-2) (une seule réponse, sans détailler la démarche) Q) = (z+i)(22 +a) -0

Par conjugaison I'égalité2) donne immédiatemert, +z,=1-i (2'). o 74120 ouzZ2+a=0

On substitue alors dans I'égalif#) .
On obtientl—i+2z = 7+ 3i qui donnez, = 3+ 2i d'oll z = 3-2i. s z=—iouZ=-—a
Grace &(2'), on en déduit que, =i-2.
& z=—i ouz=iva ouz=iva
On a en fait résolu le systéme par équivalences.



Les solutions de I'équation’ = — a sontiva et -iv/a caraest un réel strictement positif dans cette quastio
1¥cas:a=1

Les racines complexes d&(z) sont—i,iva, —iva.

2°cas :a=1

Les racines complexes d®&(z) sontiet—i.

VILI.

On considere la fonctiof: x — (x—3)\/§ définie sur[o ;+oo[ et on notez” sa courbe représentative dans le plan

muni d’'un repére(O,T,]).

1°) Calculer f '(x) pour x> 0. On donnera le résultat sous la forme d'un seatignt.

3x-3
vxe|0;+ f'(x)= un seul résultat
vxel0;+oo  f(x) :lx\/;+(x—3)x# (formule de dérivation d’un produit)
X

2(\/;)2+x—3
- 20x
_ 3x-3

2Jx

Compléter la phrase suivante :

f ' s’annule pourx=1.

2°) Faire un tableau comprenant I'étude du signé ) et les variations de

X 0 1 +00
Signe de3x-3 - 0 +
Signe de2y/x 0 + +
Signe def '(x) - 0 +
0
Variations de \ /
-2

3°) On note A le point d&” d'abscisse 3.

Compléter la phrase suivante :

La tangente en A& a pour coefficient directeu/3 (un seul résultat sous la forme la plus simplesids).

On calculef '(3).

f'(3):2;\/§3

3

4°) Tracer avec soin la courfz ainsi que la tangente horizontale sur le grapghigjtcontre.
On admettra sans démonstration glledmet une demi-tangente verticale au point O.



Voir question suivante.

% admet une tangente horizontale au point d’absdiss
On la représente sur le graphique sous la formeeddouble fleche.

% admet une demi-tangente verticale au point O @drcpart » perpendiculairement a I'axe des absisse

5°) Déterminer le nombre de solutions df@s+ oo de I'équationf (x)=-1 (E).

Déterminer a l'aide de la calculatrice un encadrgrde chacune des solutions par deux décimaux cotifsé
d’ordre 3 (c'est-a-dire deux décimaux consécutifssgcrivent avec trois chiffres aprés la virgule)

On se sert du graphique pour localiser les solstiiB(E) .
Attention, on ne demande pas de résoudre I'équéEign

On commence par étudier la continuitéf der[o T+ oo[ en vue d’'appliquer le théoreme des valeurs intdiaires
sur des intervalles de la forrfe; b].

On considére les fonctions: x — x—3 etv:x— vx.
u est continue suk donc par restriction sy ; + o[ .

v est continue syf0; + o[ .

Or f =uv doncf est continue sUi0; + oo .

Attention, la fonctiorf n’est pas une fonction polynéme ni une fonctationnelle.

On posel =[0;1] etJ=[2;].

On étudie I'équatiof E) dans chacun de ces deux intervalles.

e On se place dans l'intervalle I.

(Cl) : La fonctionf est continue suR, donc, par restriction, sur I.
(C,) : Lafonctionf est strictement décroissante sur |.

(C;) :Ona:f(0)=0et f(1)=—2dou-2<-1<0.
Donc d’apres le corollaire du théoreme des valetiesmédiaires, I’équatio(lE) admet une unique solutiondans
lintervalle I.

e On se place dans l'intervalle J.
(C,) : La fonctionf est continue suR, donc, par restriction, sur J.
(C,) : La fonctionf est strictement croissante sur J.

(C,):Onaf(2)=-+2et f(3)=0dot -v2<-1<0.
Donc d'apres le corollaire du théoréme des valeuesmédiaires, 'équatiofE) admet une unique solutigndans
l'intervalle J.

Conclusion :

D’apres le tableau de variationsfdééquation(E) ne peut admettre d’autres solutions d&ns
On en déduit que 'équatiofE) admet deux solutions daifs, .

D’aprés la calculatrice, on &0;120< o < 0,12 et 2,347<B < 2,34t
On peut par exemple utiliser la méthode de balayage



Une autre méthode consiste a tracer les reprémergaraphiques des fonctiofisx — (x—3)& etg:x——1
sur I'écran de la calculatrice en prenant une bdenétre graphique (par exemplel < X <4 et —3< X <1).

On fait ensuité 2ndé trake 5 : intersection.

On peut sélectionner n'importe quelle courbe. asileur initiale qu'il faut placer avant le pouliintersection
dont on cherche I'abscisse.
On obtient les affichageX =0.120614¢ pour le premier point eX = 2.347296¢ pour le deuxiéme point.

Ainsi, a =0,120614.. ou § = 2,347296...
Avec la touch¢ résl , on obtient seulement I'deg deux solutions mais avec davantage de désimale
0.12061475842818 et 2.3472963553339.

6°) Déterminer I'abscisse du point B de la cougben lequel la tangente a pour coefficient direcieu
Indication : On sera amené a résoudre une équation et auiglisekangement d’'inconnux =Jx.

Cette question a été particulierement bien réussie.

On résout I'équatiorf '(x) =1 cesta-dire X 3-1 (1) avecx>0.
X

2Jx

On poseX =Jx.

L’équation (1) s’écrit:sxzx =1 (1.

(1) & 3x*-3=2X
& 3X?-2X-3=0

_1+\/F) 1-410
3

ou X = B (utilisation du discriminant réduit)

< X

or X =+/x.

On revient alors a I'équatioft) .

() & Vx= l+\3/ﬁ ou+/x= l_\g/f) (impossible carl_@ <0)

o)

3

(o 11t 2/10
9

Conclusion : L'abscisse du point B de la cougen lequel la tangente a pour coefficient direcieast

11+ 2/10
—

VIl

On considére une fonctidndéfinie sur un intervallé =[a; b] ola etb sont deux réels tels que<b.
On suppose quie vérifie les conditionsC,, C,, C, suivantes :

C, : f est continue sur;

C, :f est strictement monotone dur

C,: f(a) et f (b) soient non nuls et de signes différents.

D’apres le corollaire du théoréme des valeurs inégliaires, on sait qu'il existe un unique re’x@b[a; b] tel que

f(%)=0.

On donne ci-dessous I'algorithme correspondantaéénode de dichotomie afin de déterminer un emcaent de
%, d’amplitude inférieure ou égale au réadtrictement positif saisi en entrée.

Les noms des variables reprennent les notatiomggeéites a I'exception &e

Entrées :
Saisira etb
Saisirf
Saisire

Traitement :
Tantque b—a> e Faire
a+b

mprend la valeurT
Si f(m)=0

Alors prend la valeum

b prend la valeum
FinSi
Si f(a)xf(....)>0
Alora prend la valeum

FinSi
Si f(a)xf(...)< 0

Alord prend la valeum
FinSi
FinTantque

Sortie :
Afficher a etb




1°) Compléter cet algorithme.

Entrées :
Saisira etb
Saisirf
Saisire

Traitement :
Tantque b—a > e Faire

a+b
mprend la valeurT

Si f(m)=0

Alors prend la valeum

b prend la valeum
FinSi
Si f(a)x f(m)>0
Alora prend la valeum

FinSi
Si f(a)x f(m)<0

Alord prend la valeum
FinSi
FinTantque

Sortie :
Afficher a etb

2°) Ecrire I'inégalité vérifiée par les valeurs aletb affichées en sortie et la valeur @saisie en entrée.

b—a<e (une seule inégalité)

La négation de la conditionk—a>e » est kb—a< e ».
L'inégalité b—a< e n’'est pas vérifiée pour les valeurs précédentesaté.

Il s’agit de la premiére fois ou 'onla—a<e.



