Contrble du samedi 29 septembre 2018

TS1 (2 heures)

I. (3 points)

4 PN Z+ ‘= IR .
Résoudre le system{e s s d'inconnue(z; z) e C%.
Z+2z2°%=-

1. (3 points : 1°) 2 points ; 2°) 1 point)

Soitz un nombre complexe.
On considére la proposition conditionnelle « Si Rez= Imz, alors z> est un imaginaire pur ».

1°) P est-elle vraie ou fausse ? Justifier avec soin.
2°) Ecrire la contraposée &ke La contraposée deest-elle vraie ou fausse ?

1. (5 points : 1°) 1 point ; 2°) 2 points ; 2°) 2points)

Pour tout entier nature| on considére le polynome (z)= 2 ( z+1)"" - 2*( z1)" aveczeC.

1°) Démontrer que pour tout nombre complexen aFﬁ(z) :( Z+ z)n. Quel est le degré dle](z) ?

iV3-1
>
Déterminer une expression tres simpIeR;i(aj).

3°) Résoudre dart I'équation P, (z) =1.

2°) On posej =

IV. (5 points : 1°) 2 points ; 2°) 1 point ; 3°) 2oints)

On considére la suit@y,) définie sulN dont les deux premiers termes sopt=3 etu, =6 et qui vérifie la relation

de récurrencéu,,, = 5u,,,, — U, pour tout entier naturel

1°) Pour tout entier natura| on posev, = 4u,; — U,,.
Démontrer qugV,) est une suite constante.
2°) Pour tout entier natural on posew, = U,,; — Uj,.

Démontrer qugw, ) est une suite géométrique dont on préciserasamai

3°) Démontrer & I'aide des questions précédentegpqur tout entier natura| u, =7-— s
k=n

4°) Pour tout entier natural on poseS, = Y.
k=0

Déterminer une expression simplifiée §een fonction den.

V. (4 points)
Partie A (1 point)

On consideére la fonction image dont le parametst un entier naturel supérieur ou égal a 1 agtlans I'encadré
ci-dessous.

Fonction image(n)

1
uprend la vaIeuE
Pour i allant de 1 & Faire
u
uprend la valeurz—
-u

FinPour
Renvoyar
FinFonction

Que renvoie lnstructioimage( 3 ?

Partie B (3 points : 1°) 1 point ; 2°) 2 points)

S . P . 1 . . u
On considére la suitgl,) définie sulN par son premier terme, = > et par la relation de récurrenag, = > n
-u

n

pour tout entier naturel.

1°) Conjecturer I'expression dg, en fonction de. Répondre sans justifier par une seule égalité.

2°) A I'aide de la suitgv,) définie parv, :i—l, démontrer I'expression conjecturée a la quegiiéoédente.
u

n



I. (3 points)

1. (5 points : 1°) 1 point ; 2°) 2 points ; 2°) 2points)

1. (3 points : 1°) 2 points ; 2°) 1 point)



IV. (5 points : 1°) 2 points ; 2°) 1 point ; 3°) 2oints)

V. (4 points)
Partie A (1 point)

<eveeeeenn. (Une seule réponse sans égalité)

Partie B (3 points : 1°) 1 point ; 2°) 2 points)



Corrigé du contrdle du 29-9-2018

1

z+2'=2 .
Résoudre le systé d'inconnue(z; z) e C2.
2+ 2z°%=-22

On résout le systeme par substitution.

. - 2'=2-2z @
Le systéme est équivalent & . )
2+(2-2°=-22 (2)

(2) & Z+8-122+ 62-% =-22
& 62°-12z+ 30= (
& 72-27z+5=0 (2)

Le discriminant réduit d¢2’) est égal a — 4.
Donc (2) admet deux racines complexes conjuguées distinttegi et 1+ 2i.

Pourz=1-2i, (1) donnez'=1+ 2i.
Pour z=1+ 2i, (1) donnez=1-2i.
SoitSI'ensemble des solutions de I'équation (E).

S={(1+2i;1- 2i) ;(1- 2i; 1+ 2))

Comme2x® € R, on peut affirmer que® ciR.
2°) Ecrire la contraposée & La contraposée deest-elle vraie ou fausse ?

La contraposée s’obtient en écrivant les négati@ssdeux parties de la proposition conditionnelle.
La contraposée de «A B » est la proposition « non8- non A ».

Lorsque « A= B » est vraie, la contraposée est également vraie.

La contraposée de est donc la propositioR' : « Si Z2 n’est pas un imaginaire pur, aldRez = Imz ».

Attention, il ne faut pas confondre réciproqueattcaposée.
Laréciproquede I'implication A= B est I'implication B= A.

Si I'implication A = B est vraie, I'implication réciproque B- A n’est pas forcément vraie.

Soitz un nombre complexe.
On consideére la proposition conditionnefe « Si Rez= Imz, alors z2 est un imaginaire pur ».

1°) P est-elle vraie ou fausse ? Justifier avec soin.
Soitz un nombre complexe tel quRez= Imz.

On notex la partie réelle de (qui est aussi égale a sa partie imaginaire).

On az= x+ix que I'on peut encore écrire= x(1+ i).

7= x(1+ i)2
=x*x2i
= 2ix?

M.
Pour tout entier naturel on considére le polyndme, (z)= 2 ( z-1)"" - 2*( z1)" aveczeC.
1°) Démontrer que pour tout nombre complexen aP, (2) :( Z+ z)n. Quel est le degré d,(2) ?
vzeC PR(2)=2(z1)"[(z)- 2

P(2)=2(z1)"

R(2D=(Z+ 7
2°) On posej :Lz_l.

Déterminer une expression treés simpIqu(ej).
vneN B,( j) = ( P2+ )n (utilisation de la question précédente)

On calcule séparément + j .

On obtientj?+ j =—1 par un calcul simple vérifiable & la machine.
3°) Résoudre daris I'équation P, (z) =1.

Résolvons dang I'équation P, (2)=1 (1).



2 o i — _
Q) (22+ z) -1 2°) Pour tout entier natural on posew, = U,,; — U,

Démontrer que(wn) est une suite géométrique dont on préciseradamai

o Z2+z=1louZ+z=-1

VNeEN W4 =Uyp— Uy

& 72+ 2-1=0 (a) ou 22+ z+1=10 (b)

5u,,,—u
:%_uml
Les racines dan§ de I'équation(a) sont_l_\/?3 et —1+\/E—3'
’ ’ “Una— U
4
Les racines dar§ de I'équation(b) sont_l_z'*/§ et —1+2Ix/§ . .
T4

SoitSl'ensemble des solutions de I'équatiiy . 1
La suite(w,) est donc une suite géométrique de raiﬁon

. “1-vJ5 —1+4/5 -+ {3 - u i/3
o2 0 2 0 2 2

n
Commew, =3, Vne N Wn:3><(211) .

V.
3°) Démontrer a I'aide des questions précédentegpqur tout entier natura| u, =7— s
On considére la suitfu, ) définie sulN dont les deux premiers termes sapt=3 etu, = 6 et qui vérifie la relation
de récurrenceu,,, = 5u,,, — U, pour tout entier naturel On utilise les expressiong = 4u, ; — U, €t W, = Uy, — U,.
1°) Pour tout entier natural on posev, = 4u,; — U,,. On considere I'expressiow, — 4w, qui permet d’élimine,,, .
Démontrer qugVv,) est une suite constante.
vneN Vv, —4w, =(4U,,— W)= 4( U, — W)
VNeN Vip=4Uy,— Uy
=3u,
—4x n+1_un_u - . . A . . 5 .
4 n+l On utilise ensuite les expressions\jeet w, obtenues grace aux résultats des questions 2°) atsavoirv, = 21
l n
=5Up,1 — Uy — Upyg et w, =3x (Z) .
1)’ 1y 1
=4Uy,; —U, On obtientvyne N 3u,=21- 4x 3| = | soitvneN u,=7-4x|=| quidonneu,=7———.
n 4 n 4 n 4n—1
=V, k=n
On a ainsi démontré que,) est une suite constante. 4%) Pour tout entier nature| on poses, = %
k=0

Commev. =21 VneN v.=21 Déterminer une expression simplifiée Seen fonction den.
0 ' n— *

On utilise I'expression explicite de, obtenue a la question précédente.

n
On I'écrit sous la formey, =7— 4x4—1n =7-4x G) (derniere écriture permettant d’appliquer plusiément les

formules).



k=n k=n

Partie A

On consideére la fonction image dont le parametst un entier naturel supérieur ou égal a 1 agtlans I'encadré
ci-dessous.

Fonction image(n)
1
uprend la valeuz
Pour i allant de 1 & Faire
u
u prend la valeur——
2-u

FinPour
Renvoyar
FinFonction

Que renvoie l'nstructioimage( 3 ?

image( § renvoie la valeu%.

[N

On peut schématiseif - = —

w
gl
!
© |~

On peut aussi remplir un tableau d’évolution desatdes.

i 1 2 3
1 1 1 1
u = = = =
2 3 5 9

Partie B

On considére la suitgy,) définie sulN par son premier terme, :% et par la relation de récurrenog, = > n
_un

pour tout entier naturel.

1°) Conjecturer I'expression dg, en fonction de. Répondre sans justifier par une seule égalité.

On calcule les premiers termes de la suite.

u—}' —E'U—E'u—1 u——1 'u——1

R R T T T AR ¢

D’aprés ces résultats, on peut conjecturerdone N u, = an 1
+

2°) A l'aide de la suitgv,) définie parv, =—-1, démontrer 'expression conjecturée a la quegtiésédente.
u

n

La suite(vn) est donc une suite géométrique de raison 2.

On calcule son premier term@:%—l: 2-1=1 Ainsi VneN v, =2".
2
D'apreés I'égalité définissant la suife, ), on peut dire qu&/ne N i—1: 2" d'ou Vne N £ 2"+1.
ul‘l un

Finalement, on obtientne N u, = 1 qui est bien la conjecture émise a la questioogaténte.
+



