TS speé Sujets de baccalauréat mai 2018

Il est demandé de ne rien écrire sur I'énoncé.

|. La suite de Fibonacci(Liban 29 mai 2018)

On considere la suitéan) définie sulN par ses deux premiers term®s=0 et a, =1 ainsi que par la relation de

récurrences,,, = ., + a, pour tout entier naturel
On admet que, est un entier naturel. pour tout entier natarel
On admet que la suit,) est une suite croissante d’entiers naturels.

1°) Recopier et compléter I'algorithme ci-dessoasrgju’a la fin de son exécution la variable A ¢gembe le terme
a,. On précise que est un entier naturel supérieur ou égal a 1.

Entrée :
Saisirn

Initialisations :
A prend la valeur 0
B prend la valeur 1

Traitement :

Pour i allant de 1 & Faire
C prend la valeuk +B
A prend la valeur ....
B prend la valeur ....

FinPour

Sortie :
Afficher A

2°) Recopier et compléter le tableau :

11
3°) On considere la matrick = 1 Oj'

CalculerA?, A%, A%, A°,

4°) On peut démontrer, et nous admettrons, quetpotientier natureh>1, A" =(2‘: :“ j
-1

a) Soitp etq deux entiers naturels supérieurs ou égaux a tuf@alle produitA® xA 9 et en déduire que

Qg = A, X 8y + &, X &,

b) En déduire que si un entiedivise les entiers, et a,, alorsr divise égalemena,, .

c) Soitp un entier naturel supérieur ou égal a 1.
Démontrer, en utilisant un raisonnement par réogeeum, que pour tout entier natunel a, divise a,,.



5°) a) Soitn un entier naturel supérieur ou égal a 5.
Démontrer que si est un entier naturel qui n’est pas premier, agra’est pas un nombre premier.

b) Calculera,,. Que penser de la réciproque de la propriété abtdans la question précedente ?

On peut aussi utiliser le sujet de la Nouvelle_Gaitge 27 nov_2018

Uppip = Uy o X Uy U X U

En dédUII’e queoIZm_g = (un+2)2 _( un)2

Il. Chiffre de Rabin (Pondichéry mai 2018)

A toute lettre de I'alphabet on associe un nombt&ex compris entre 0 et 25 comme indiqué dans le tabiea
dessous :

A B C D E F G H I J K L M

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

N O P Q R S T U \% W X Y Z

13 14 15 16 17 18 19 20 2] 22 28 24 25

Le « chiffre de Rabin » est un dispositif de crgatasymétrique inventé en 1979 par l'informatidiéinhael Rabin.
Alice veut communiquer de maniére sécurisée ersatit ce cryptosystéme. Elle choisit deux nombremjers

distinctsp etqg. Ce couple de nombres est sa clé privée qu’etidegsecrete.
Elle calcule ensuit&= px g et elle choisit un nombre entier naturel B tel ue B< n-1.

Si Bob veut envoyer un message secret a Alice,dbte lettre par lettre.
Le codage d’une lettre représentée par le nomhrerarest le nombrg tel que :y = x( X+ B) [n] avec 0K y< n.

Dans tout I'exercice, on prend=3, g=11doncn= px q=33 et B=13.

1°) Coder le mot « NO ».

2°) « Décoder » la lettre D. Le « chiffre de Rabiest-il utilisable pour décoder un message |pirdettre ?



Corrigé des exercices

|. La suite de Fibonacci

On considere la suitéan) définie sulN par ses deux premiers term&s=0 et a, =1 ainsi que par la relation de

récurrencea, ., = a,.,+ a, pour tout entier naturel
On admet que pour tout entier natureh, est un entier naturel.

1°) Recopier et compléter I'algorithme ci-dessoasrmu’a la fin de son exécution la variable A ¢ente le terme
a,. On précise que est un entier naturel supérieur ou égal a 1.

Entrée :
Saisirn

Initialisations :
A prend la valeur O
B prend la valeur 1

Traitement :

Pour i allant de 1 & Faire
C prend la valeuk +B
A prend la valeur B
B prend la valeur C

FinPour

Sortie :
Afficher A

2°) Recopier et compléter le tableau :

11
3°) On consideére la matrick = 1 Oj'

CalculerA?, A3, A%, A°.

A2_21 A3_32 A4_53 A5_85
11 21 3 2 |5 3



4°) On peut démontrer, et nous admettrons, que tpotientier natureh >1, A" =(%l % j

2, A

On peut démontrer ce résultat grace a une récwocdre 2.

a) Soitp etq deux entiers naturels supérieurs ou égaux a tu@alle produitA® x A9 et en déduire que

aerq = apx aq+l+ aMx aq

AP :(apﬂ &, ] Al :(a‘lﬂ & ]

a, a, a, 4,
Aprq:(amlxa’ﬁl—’_ X & B G X a;rlj
A X8y T A X X gt §,,x g,

Ona:A°xA%=A "9 (propriété des puissances de matrices).

Qg Apiqa

On procéde par identification des coefficients.

On identifie le coefficient situé sur 14 yne et la 1 colonne.

b) En déduire que si un entiedivise les entiers, et a,, alorsr divise égalemena,, .

Ona:a, ,=axa,,+a,,x 3,

Si un entier divise a, et a,, alorsr divise toute combinaison lineaire dg et a, a coefficients entiers relatifs.
Or a,xa,,,+a,,x g est une combinaison lineaire dg et a, a coefficients entiers relatifs.

c) Soitp un entier naturel supérieur ou égal a 1.
Démontrer, en utilisant un raisonnement par réoggesum, que pour tout entier natural>1, a, divise a,,.

On va utiliser le résultat de la question précéglent

Pour toutne N, on définit la phraseZ (n) : « a, divise a,, ».
Vérifions que.Z (0) est vraie.
8, =8 =0

0 est divisible par n'importe quel entier do€(0) est vraie.




Considérons un entier natukelel que la phras@’(k) soit vraie c'est-a-dir@, divise a, .
Démontrons qu'alors la phras# (k +1) est vraie c'est-a-dire, divise a, ., .

On observe tout d'abord qu, ;) , = &, p -
a, divise a, eta, divise a, donc d'apres la formule établie a la question gueatea, divise &, .
Donc la phraseZ (k +1) est vraie.

On en déduit que la phraﬁ(n) est vraie pour tout entier naturel

5°) a) Soitn un entier naturel supérieur ou égal a 5.
Démontrer que si est un entier naturel qui n’est pas premier, aigqra’est pas un nombre premier.

Démontrer que si an est premier, aloesst premier.
Indication : contraposée

b) Calculera,,. Que penser de la réciproque de la propriété abtdans la question précedente ?

Pour déterminer la valeur dg,, on peut par exemple calcular®.

a,, =4181

a,, est divisible par 37.

On constate que,, n’est pas premier donc la réciproque est fausse.
On peut rajouter la question suivante :

det( A")=(- 1"

Démontrer quea,,, x &, ,— & =(-1)".

Il. Chiffre de Rabin (Pondichéry mai 2018)

A toute lettre de I'alphabet on associe un nombt&ex compris entre 0 et 25 comme indiqué dans le taltea
dessous :

A B C D E F G H I J K L M

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12




13 14 15 16 17 18 19 20 2] 22 28 24 25

Le « chiffre de Rabin » est un dispositif de crgatasymétrique inventé en 1979 par l'informatidiéinhael Rabin.
Alice veut communiquer de maniére sécurisée ersatl ce cryptosystéeme. Elle choisit deux hombrempers
distinctsp etg. Ce couple de nombres est sa clé privée qu’etidegsecreéte.

Elle calcule ensuité= px g et elle choisit un nombre entier naturel B tel fue B< n-1.

Si Bob veut envoyer un message secret a Alice,dbte lettre par lettre.
Le codage d’une lettre représentée par le nomhiererest le nombrg tel que 1y = x( x+B) [n] avec 0< y< n.

Dans tout I'exercice, on prend=3, g=11doncn= px =33 etB=13.

ee

y = X(x+13) [33] avec G y< n.

1°) Coder le mot « NO ».
«IP »
2°) « Décoder » la lettre D. Le « chiffre de Rabiest-il utilisable pour décoder un message |ptrdettre ?

La lettre D correspond au nombre 3.

On cherche donc le(s) entiers naturet(®ls que0 < x < 25 et x(x+13) = 3 (mod. 33).

Je conseille : on tape Y1=reste(X(X+13),33)
On obtient la table.

On cherche dans la table les valeurs qui donnent 3.

On obtient : 8, 12, 23.

1A<—0

2B«—1

3 Pouriallantde2an:
4C—A+B

5A« ..




6B« ..
7 Fin Pour

EXERCICE 4 : (5 points) Candidats AYANT SUIVT Uenseignement de spécialité mathématiques

On considere la suite (x,, ) définie par u, =3, u; =8 eL, pour tout n supcricur ou cgal a0 :

Upia =y, — 6,

1. Calculer Uy et uy.

2. Pour tout entier naturel » = 2 . on souhaite calculer u, a I"aide de I'algorithme suivant :

Variables : a, b etc sont des nombres réels

i et n sont des nombres entiers naturels supérieurs ou égaux 4 2
Initialisation : a prend la valeur 3

b prend la valeur 8
Traitement : Saisir n

Pour 7 variant de 2 a » faire
¢ prend la valeur a
a prend la valeur b
b prend la valeur .......
Fin Pour
Sortic : Afficher b

a. Recopier la ligne de cet algorithme comportant des pointillés et les compléter.

On obtient avec cet algorithme le tableau de valeurs suivant ;

n {4 8 9 10 11 12 13 14 15
Uy 4502 | 13378 | 39878 | 119122 | 356342 | 1066978 | 3196838 | 9582322 | 28730582

(5]
e ]




Exercice :

Cet exercice met en ceuvre sur de petits nombgaeirier systéme de cryptage asymétrigue. Dansstersg, une
personne destinataire qui veut recevoir des infaongs confidentielles publie une clé permettanugaonque de lui
envoyer des messages sous forme cryptée. Cepeaédalgatja personne destinataire peut décryptenéssages a
I'aide d’'une autre clé connue d’elle seule.

Partie A - Détermination de la clé publique servantu cryptage

1°) Dans tout I'exercice, on choisit deux hombresgers entre eux p=78 et q=95.
Justifier que les entiepsetq sont premiers entre eux.

2°) La personne destinataire choisit 5 enteesa5, b, =22, b, =13, b, =4, b, =2.
La clé de cryptage est formée des 5 nombres erféers,, a,, a,, a) ainsi calculés :
pour touti e {1, 2, 3, 4, b, 0<a <77 eth xq= g (mod.p).

Exemple : Pour le calcul d&, on calculeb, x q=45x 95= 427t

Or 4275= 63 (modp), et 63 est bien compris entre 0 et 77. Dape 63.
Calculer les 4 autres entiers de la clef.

Partie B - Cryptage d’un message
Cette clé, publiée par la personne destinatairmetea quiconque de lui envoyer un message crypté.

Cette partie va expliquer comment on crypte le agss
On associe d’abord a chaque lettre son rang dalph#bet, selon la correspondance suivante :

A B C D E F G H I J K L M

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

N @) P Q R S T U \% W X Y Z

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 2b 26

Pour crypter une lettre :
- on détermine son rang a l'aide du tableau deespondance précédent ;

- on écrit ce nombre en base 2 sur 5 bits ; oni abtgent 5 chiffres(m, m,, m, m, ), chaque chiffre étant égal
alOoual;

- on détermine alors la valeur cryptée, égalesblamesc=am+ am+ am+ g N+ an.

On remarque qu’une lettre est ainsi cryptée parambre entier.

e On veut crypter la lettre « | ».

- Le rang de | est 9 (en base dix) ;

- on écrit ce nombre en base deux sur 5 HS:= 8+ 1= 01007 ;
- on calcule la somme =0xa, +1x a,+ Ox a,+ Ox a,+ & g= .. (écrire le calcul correspondant).

Par quel entier la lettre « | » est-elle cryptée ?

e Crypter la lettre « W ».



Réponses :

Partie A

1°)

2°)

a, =63

b,xq=62 (mod. 78) dona, =62
b,x g=65 (mod. 78) dona, =65

b, x q=68 (mod. 78) dona, = 68
b, x q=34 (mod. 78) dong, =34

a, =62, a, =65, a, =68 et a; = 34.
La clé de cryptage est dofa,, a,, &, a,, a)=(63, 62, 65, 68, 3¥.

Partie B

La décomposition en base 2 sur 5 bits fait inteindes puissances de 2 d’exposant entier naturél :8 4 2 1.
6=0x63+1x 62+ 65 & 68 X 34 ¢

La lettre « | » est donc cryptée par I'entier 96.

Le rang de W est 23 &3=16+ 4+ 2+ .

23 s’écrit donc en base 2 sur 5 bits : 10111.

On calculec =1x 63+ Ox 62+ k 65 & 68 4 34 2.
W est crypté par I'entier 230.

Source :Services informatiques aux organisations / épreligatoire / 13 mai 2019Brevet de technicien sigoé
Métropole A. P. M. E. P.



Methode RSA ou Systeme RSA

Centres étrangers 11 juin 2018 Baccalauréat S

Le but de cet exercice est d’envisager une métbedsyptage a clé publique d’'une information numnési appelée
systeme RSA, en I'honneur des mathématiciens Rdvigkest, Adi Shamir et Leonard Adleman, qui ontenié
cette méthode de cryptage en 1977 et I'ont pulelié&978.

Les questions 1°) et 2°) sont des questions prépags, la question 3°) aborde le cryptage, la tjoeg!°) le
décryptage.

1°) Déterminer le reste de la division euclidiediee> par 55.
Il est conseillé de travailler en congruences disamt de petites puissances de 8.

2°) Déterminer le plus petit entier natudeiel que le reste de la division euclidienne de 28 40 soit égal a 1.

3°) Cryptage dans le systeme RSA
Une personne A choisit deux nombres prempegsq distincts, puis calcule les produits=Noq et

n=(p-1)(g-1) (nestlindicateur d’Eulerden).

Elle choisit également un entier natugdremier avea.

La personne A publie le coup(eN ;C), qui est une clé publique permettant & quiconguieiicenvoyer un nombre

crypté.

Les messages sont numeérisés et transformés ewitge’sntiers naturels compris entre ONet-1.

Pour crypter un entiex de cette suite, on procéde ainsi : on calculedeeb dans la division euclidienne par N du
nombrea® et le nombre crypté est I'entibr

Dans la pratique, cette méthode est slre si lapeesA choisit des nombres premiprstg tres grands, s’écrivant
avec plusieurs dizaines de chiffres.

On peut noter que les nombgestq sont ensuite détruits.

On va I'envisager ici avec des nombres plus simples: 5 et q=11.

La personne A choisit également 23.

a) Calculer les nombres N mtpuis justifier que la valeur devérifie la condition voulue.
b) Un émetteur souhaite envoyer a la personnendiebrea=1.

Déterminer la valeur du nombre cryjté

c) Un émetteur souhaite envoyer a la personnendiebrea = 8.

Déterminer la valeur du nombre cryjité

4°) Décryptage dans le systeme RSA

La personne A calcule dans un premier temps I'umeptier natured vérifiant les conditions € d < n et

cd=1 (mod.n).

Elle garde secret ce nomldeui lui permet, et a elle seule, de décryptent@sbres qui lui ont été envoyés crypteés
avec sa clé publique.

Pour décrypter un nombre crygigla personne A calcule le restelans la division euclidienne par N du nombre
b?, et le nombre en clair — c’est-a-dire le nombrar\cryptage — est le nomtae

On admet I'existence et I'unicité de I'entigret le fait que le décryptage fonctionne.

Les nombres choisis par A sont encqre 5, g=11 et c=23.

a) Quelle est la valeur ak?

b) En appliquant la regle de décryptage, retrolez@ombre en clair lorsque le nombre cryptélestl?.

Ce résultat était-il prévisible ?

c) Déterminer le nombre en clair lorsque le nondoypté estb=9.



Livre Thomas Petit Spécialitéontrdle continu

RSA est robuste, car il est trés difficile de treuy etq a partir den (qui est public) : en effet les algorithmes de
factorisation sont tres lents (de I'ordre de milid’années pour des entiers aussi grands), jusgmla ou on en
trouvera de plus rapides... qui feront s’effondre/AR& un chateau de cartes.

Conclusion : RSA sera un jour abandonné, vraisdoidai@ent remplacé par un outil tres prometteur endele

robustesse : les courbes elliptiques (équationgmriy® = x>+ ax+ b) : il semble que leur résistance soit vraiment
démentielle (mais 1a, on entre dans le domainétement complexe de la géométrie algébrique...).

Corrigé :

1°) Il y a plusieurs maniéres de faire.

La plus grande puissance de 8 calculable sur talcdtice es8™.

Le reste de la division euclidienne #¢ par 55 est 52.

On peut donc écrir8" = — 3 (mod. 55) don@* =9 (mod. 55). On a alor8* x 8= 9x 8 (mod. 55) soit8* = 72

(mod. 55) soit8** =17 (mod. 55).

2°) Il y a plusieurs méthodes de résolution.
1% maniére :

On utilise la calculatrice.

On rentre la fonction Y1 = reste(23X,40.
On trouved =7.

2° méthode :
On utilise une équation diophantienne.

30
p gtq nombres premiers distincts
N=pq

n=(p-1)(a-1

C premier avea.

clé=(N;c)

p=5

g=11

c=23

a) N=55
n=40

a) 23 est un nombre premier. Comme 23 ne divisédPa23 est premier avec 40.
Autrement ditc etn sont premiers entre eux.

b) a®°=1
b est le reste de la division euclidienne de 1 par 5
Doncb=1.

c) b est le reste de la division euclidienneg&par 55.
On en déduit qué=17.

4°)
a) cd =1 (mod.n) soit 23d = 1 (mod. 40).



D’apreés le résultat de la question 2°), od a 7.

b) En appliquant la regle de décryptage, retrolez@aombre en clair lorsque le nombre cryptélestl?.
Ce résultat était-il prévisible ?

b? =17

On cherche le reste de la division euclidiennd depar 55.
Grace a la commande de la calculatrice, on trouve 8
Ainsi, a=8.

Le résultat était prévisible.

c) On cherche le reste de la division euclidienm®’dpar 55.
Grace a la commande de la calculatrice, on trouve 4
Ainsi, a=4.

Version originale :

1°) Déterminer le reste de la division euclidiexee8"5 par 55.
En utilisant les congruences puis en déduire Ie s la division euclidienne. En déduire
A l'aide des congruences, déterminer le reste diéviaion euclidienne de 823 par 55.

Déterminer le reste de la division euclidienne &208par 55.
On pourra commencer par le reste de 8"5 par 55.

Déterminer les restes de la division euclidienn8tet de 87 par 55.
En déduire a I'aide des congruences le reste diwiksion euclidienne de 8723 par 55.



