111. (4 points : 1°) 2 points ; 2°) 2 points)

Contréle du mardi 15 mai 2018
(2 heures)

X

On note C et T les courbes d’équations respectives y =e* et y=2e2 —1 dans le plan muni d’un repére orthogonal
(o, i ]) .

I. (4 points : 1°) 2 points ; 2°) 2 points) y

TS1

On note C et T les courbes d’équations respectives y = xe* et y =e* —1 dans le plan muni d’un repére orthogonal
(0.1.7). 1

y
j .
1
6} i X
1°) Démontrer que C est au-dessus de T.
j . . . .
2°) Calculer Iaire A du domaine compris entre C et T sur I"intervalle [O ; 2]. On attend la valeur exacte.
o) ! X
1V. (4 points : 1°) 1 point ; 2°) 2 points ; 2°) 1 point)
X e1
1°) On rappelle que pour tout réel u, ona €' >1+u. On considére la fonction F définie sur J0; + o[ par F(x) :.[ T dt (on ne cherchera pas a calculer cette
1

En appliquant cette inégalité a — x, démontrer que C est au-dessus de T L
intégrale).

2°) Calculer Iaire A du domaine compris entre C et T sur I"intervalle [O ;1] . On attend la valeur exacte. , . L . .
) ) 1°) Déterminer, en justifiant avec soin, le sens de variation de F sur ]O T+ oo[ .
On commencera par calculer la dérivée de la fonction f : x — (x - 2)e*.

t
2°) Démontrer que pour tout réel t>1, on a %2 % En déduire que pour tout réel x>1,0ona F(x) >elnx.
1. (4 points : 1°) 2 points ; 2°) 2 points)

3°) A I’aide de Iinégalité obtenue, déterminer lim F(x).
(1+x)(1-x)’ ) 9 Jlim F(x)

On considére la fonction f: x — >~ définie sur R.
(1+ x2)
V. (4 points : 1°) 1 point ; 2°) 2 points ; 3°) 1 point)
o s I 1 x—x° I -
1°) Démontrer que la fonction F : x +— E'”(Xz +1)+ 21 est une primitive de f sur R. Dans I’espace muni d’un repére (O, [ k), on considere les points A(2;-3;1), B(0;1;5), C(-4;5;7).

1

2°) Calculer J‘ f(x) dx.

0

1°) Donner sans justifier un systéme d’équation paramétriques de la droite D passant par C et paralléle a (AB).

2°) On note P le plan passant par A paralléle a (xOz).
Déterminer les coordonnées du point d’intersection E de la droite D avec le plan P.

3°) Donner sans justifier un systeme d’équations paramétriques du plan Q passant par O et contenant D.



Corrige du contréle du 15-5-2018

On note C et T les courbes d’équations respectives y = xe* et y =e* —1 dans le plan muni d’un repére orthogonal

(o,T,]).

1°) On rappelle que pour tout réel u, ona €' >1+u.
En appliquant cette inégalité a —x, démontrer que C est au-dessus de T.

Soit x un réel quelconque.

Onsaitque Yue R €' >1+u donc en appliquant cette inégalité a — x on obtient : e™ >1—x (1)
(1) donne successivement :

>1-X

1>(1- x)ex (car vxeR €*>0)
1>e* -
xex>ex 1

X

or C a pour équation y = xe* et T" a pour équation y =e* —1.

On en déduit que C est au-dessus de T".

2°) Calculer Iaire A du domaine compris entre C et T sur I"intervalle [0;1]. On attend la valeur exacte.

On commencera par calculer la dérivée de la fonction f : x — (x - 2)ex

Méthode : On commence par exprimer I’aire A sous la forme d’une seule intégrale.

1
D’aprés la question 1°), C est au-dessus de T" donc A =.[ [xex —(ex —1)} dx.

AJ‘ e+1d

=J‘1[(x—1)e*+1} dx
0
On calcule la dérivée de la fonction f : x — (x—2)e*
vxeR f'(x)=1xe*+(x-2)xe"
=e*+(x-2)xe"
=[1+(x-2)]xe*
=(x-1)xe"

On reprend le calcul de Iaire.

A =[f(x)+x]2

=[(x—2)ex +X]Z
=[(1-2)e*+1]-[(0-2)e* +0]

=—e+1+2

=3-e U.a.



(1+x)(1-x)*

>~ définie sur R.
(1+ x2)

On considére la fonction f: x —

2

1°) Démontrer que la fonction F : x +— 1 In(x2 +1)+ X2
2 X +1

2% (1—2x)x(x2 +1)—(x—x2)x2x
2 + 2
X“+1 (x2 +1)

vxeR F'(X):%x

X —x2-2x+1
+7

Tl (x2 +1)2

x><(x2 +1)—x2 —2x+1

) (x2 +1)2

_ X2+ X— X2 —2x+1
(x2+1)2

X3 -x?-x+1
(x2 +1)2
~ x?(x-1)-(x-1)

B (x2 +1)2

(x—l)(x2 —1)

(x2 +1)2

(x—l)(x—l)gx +1)
(x2+1)

(X—1)2(X2+1)
(x2 +1)

1+ x)(1—2x)2
(x2 +1)

-1 ()

Comme F'= f, on en déduit que F est une primitive de f sur R.

est une primitive de f sur R.

1

2°) Calculer J‘ f(x) dx.

0

1 0-0?
F(O):Eln(02+l)+ 1
=lln1
2
=0
1 1-12
F(1) =Eln(12 +1)+12 T

=lln2
2

1
Donc .[ f(x) dx:lan.
0 2

X

On note C et T les courbes d’équations respectives y =e* et y=2e2 —1 dans le plan muni d’un repére orthogonal

(o,T,]).




1°) Démontrer que C est au-dessus de T. 1°) Déterminer, en justifiant avec soin, le sens de variation de F sur ]0; + o[ .
Pour tout réel x, on pose ¢(x)=e" —[262 —1J =e*—2e? +1. F est dérivable sur ]0; + oof et ¥x e]0;+oo[ F(x)=S-.
X

) 02 x On observe immédiatement que Vx €]0;+o[ F(x)>0.
vxeR o(x :[ez] —2e?+1

_ [ _1]2

Un carré est toujours positif ou nul donc vxeR ¢(x)>0.

On en déduit que F est strictement croissante sur ]O T+ oo[ .

t
2°) Démontrer que pour tout réel t>1, on a %2 % En déduire que pour tout réel x>1, ona F(x)>elnx.

Soit t un réel quelconque supérieur ou égal a 1.
Ainsi, C est au-dessus de T,
Onace'>e.

2°) Calculer Iaire A du domaine compris entre C et T sur I’intervalle [O ; 2]. On attend la valeur exacte.
Comme t>1, t >0. On peut donc diviser les deux membres par t sans changer le sens de I’inégalité.

2
3 A H o _ t
D’aprés la question 1°), C est au-dessus de T" donc A —.[ (p(X) dx. On obtient 6729.
1 t ot
2 el _e
= Ainsi Vtel[l;+o] —>-=.
A Jl o(x) dx [ [ tt
2 X On fixe un réel quelcongue x supérieur ou égal a 1
=J‘ [e*—2e2+1j dx 4 q P 9 '
1

X t X X
Comme 1< x, d’apres le résultat établi précédemment .[ eT dt>.[ % dt soit F(x)}J‘ % dt.
1 1

1

X 2
= {e* —4e? +1}
0

On calcule.[ ¢ dt.
—e’—4e+2—(e"-4) t

X X
Par linéarité de I’intégrale, on a J‘ % dt=e % =e[|nt]1x =elnx.

1 1

=g’ —4e+2+3

=e’—4e+5 u. a.

Ainsi F(x)>elnx.

V.
3°) A I'aide de I'inégalité obtenue, déterminer lim F(x).

X+
X

t
On considére la fonction F définie sur ]O T+ oo[ par F(x) :.[ eT dt (on ne cherchera pas a calculer cette

. Ainsi VXe[l;+oo[ F(x)>elnx.
intégrale).

Ona lim (elnx)=+ oo donc d’apres le théoréme « d’un seul gendarme », lim F(x)=+o.

X+ X+



V.
Dans I’espace muni d’un repére (O, i, ], IZ), on consideére les points A(2;-3;1), B(0;1;5), C(-4;5;7).
1°) Donner sans justifier un systéme d’équation paramétriques de la droite D passant par C et paralléle a (AB).

X=—2A-4
y=4r+5 (Xe]R)
z2=4)1+7

2°) On note P le plan passant par A paralléle a (xOz).
Déterminer les coordonnées du point d’intersection E de la droite D avec le plan P.

Le plan P est paralléle a (sz) . Comme P passe par A, P a pour équation y =-3.

Le paramétre A de E sur la droite D vérifie 4\ +5=-3.

Onadonc A=-2.

Ainsi E a pour coordonnées (O =3 —1).

3°) Donner sans justifier un systeme d’équations paramétriques du plan Q passant par O et contenant D.

Le plan Q contient les points O, C, E qui ne sont pas alignés ; (O, oC, ﬁ) est donc un repere de Q.

OC(-4;5;7) E(0;-3;-1)
X=—4\

Q admet donc pour systéme d’équations paramétriques { y =51 -3\ ((X,X')GRZ).
z=Th—A'



