Partie pour les éleves ayant choisi la spécialité
mathématiques (1 heure)

Le bareme est donné sur 20.

Prénom ... NOM &

1. (10 points : 1°) 2 points ; 2°) 3 points ; 3°) points ; 4°) 1 point ; 5°) 2 points)

Cet exercice porte sur I'étude d'un code corregtappelé code Hamming(7,4), du nom du mathématicien
américain Richard Hamming, né en 1915 a Chicagjodi$) et mort en 1998 a Montery (Californie). pencipe
est expliqué plus bas.

Un bit est un symbole informatique élémentaire it 0, soit 1.

Le mot « bit » est la contraction des mots angdlaiary digit, qui signifient « chiffre binaire », avec un jea hot
sur bit, « petit morceau ».

On considéere un « mot » formé de 4 bits que 'oe hp, b,, b, etb,. Par exemple, pour le mot « 1101 », on a
b=1b=1hb=0eth =1

On ajoute a cette liste une clé de contrdge, formée de 3 bits qui sont calculés de la maniénaate :

e ¢ est le reste de la division euclidiennelge-b,+b, par 2 ;

e C, est le reste de la division euclidiennelgle b, +b, par 2 ;

e ¢, est le reste de la division euclidiennetgle b, +b, par 2.

On notera que,, ¢, et ¢, ne peuvent prendre comme valeurs que 0 ou 1.

On appelle alors « message » la suite de 7 bitséferdes 4 bits du mot et des 3 bits de controle.

1°) Calculer la clé de contréle associée au moi100

2°) Soitbb,bb, un mot de 4 bits et,c,c, la clé associée.
Cocher les réponses correctes.

SiI'on change la valeur de et que I'on recalcule la clé, alors :

e la valeur dec, est O inchangée O modifiée
e la valeur dec, est O inchangée O modifiée
e la valeur dec, est O inchangée O modifiée

3°) On suppose que, durant la transmission du rgessa plus un des 7 bits a été transmis de fagonée. A

partir des quatre premiers bits du message recteaatcule les 3 bits de controle et on compare &gebits de
contrble regus.

Compléter sans justifier le tableau ci-dessoudettee F signifie que le bit de contrble recu nerespond pas au bit
de contrdle calculé et J que ces deux bits sonbéga

Bit Bit erroné
de contréle b b, b, b, G C, C, |aucun
calculé

J

F

F

4°) Justifier rapidement, en s’appuyant sur legab) que si un seul bit regu est erroné, on past wais les cas
déterminer lequel, et corriger I'erreur.

5°) Voici deux messages de 7 bitd =010001C et B=110100.. On admet que chacun d’eux comporte au plus ur
erreur. Dire s'ils comportent une erreur et laig@mle cas échéant.



1. (10 points : 1°) 2 points ; 2°) 2 points ; 3°g) 2 points ; b) 1 point ; ¢) 2 points ; 4°) a) 1@nt ; b) bonus)
L’arbre de Stern-Brocot a été découvert séparépearne mathématicien allemand Moritz Abraham S{@a58) et

par Achille Brocot (1861), horloger francais qui Litilisé pour concevoir des systemes d’engrenages un
rapport entre rouages proche d’'une valeur souh&@téeexercice aborde la méthode avec des matiéreses

d’ordre 2. On considére les deux matrices G cl)J etD= (; 3

On construit un arbre descendant a partir d’uneicesinitiale, de la fagon suivante : de chaqueritatcarrée M de
I'arbre partent deux nouvelles branches vers les detres matrices M x G (& gauche) et M x D (atelyroCes
deux nouvelles matrices sont appelées les mafiilessde M.

10
Dans la méthode considérée, on prend comme matifizde la matricel :(0 l)'

1°) Déterminer les deux matrices manquantes damsi&&me ligne de I'arbre de Stern-Brocot ci-@ess

o3

T T

;3

10 12
21 01
a c
Dans la suite de I'exercice, on admet que pouetmétriceM :[b d] de I'arbre de Stern-Brocot, les nombags

b, ¢, d sont des entiers naturels vérifidnt d = 0.

a c
2°) On associe a une matridé = (b dJ de I'arbre de Stern-Brocot la fractiegq% .
+

Déterminer la fraction a laquelle aboutit, dansecassociation, le trajet « gauche-droite-gaucheartir de la
matrice initiale dans l'arbre.

X z
3°) a) SoitA :( tJ une matrice a coefficients réels.
y

Justifier que le déterminant des matridesG et AxD est égal au déterminant de A.

b) Que vaut le déterminant de toutes les matriedsadbre de Stern-Brocot ? Répondre sans justiéerune phrase.

ac
c) SoitM :(b d) une matrice de I'arbre de Stern-Brocot.

Démontrer que la fraction associée a M est irrédliect
Indication : On observera que le déterminant deeMt@ussi s'écrirel (a+c)—c(b+d).

4°) On considére l'algorithme donné sur la pagar ©n précise que les valeurs des variatesn saisies en
entrée doivent étre des entiers naturels non malsiprs entre eux.

a) Faire fonctionner « a la main » 'algorithme @les valeuram=4 et n=7 saisies en entrée.

On complétera le tableau donné sur la page alpditjuer ce qu’affiche I'algorithme sur la lignedgssous.

b) (bonus sur 1 point) Conjecturer le réle de tgbr@thme. Répondre par une phrase sans justifier.



5°) Algorithme

Entrée :
Saisirmetn

Traitement :
Tantque m= n Faire
Sim<n
Alors Afficher « Gauche »
n prend la valeun—m
Sinon Afficher « Droite »
mprend la valeum—n
FinSi
FinTantque

5°) a) Tableau d’évolutions des variables

Affichage Gauche




Corrigé du contrdle du 15-2-2018

l.

Cet exercice porte sur I'étude d’'un code correctappelé code Hamming(7,4), du nom du mathématicien
américain Richard Hamming, né en 1915 a Chicagjodis) et mort en 1998 a Montery (Californie). pencipe
est expliqué plus bas.

Un bit est un symbole informatique élémentaire natit 0, soit 1.

Le mot « bit » est la contraction des mots andiaiary digit, qui signifient « chiffre binaire », avec un jea hot
sur bit, « petit morceau ».

On considere un « mot » formé de 4 bits que I'aetp, b,, b, etb,. Par exemple, pour le mot « 1101 », on a
b=1 b =1 b=0eth=1.

On ajoute a cette liste une clé de contrdtgc, formée de 3 bits qui sont calculés de la maniéieaste :

e ¢ est le reste de la division euclidiennelge-b,+b, par 2 ;

e C, est le reste de la division euclidiennelgie b, +b, par 2 ;

e C, est le reste de la division euclidiennelyle b, +b, par 2.
On notera que,, ¢, et ¢, ne peuvent prendre comme valeurs que 0 ou 1.

On appelle alors « message » la suite de 7 bitséferdes 4 bits du mot et des 3 bits de contrble.
1°) Calculer la clé de contrdle associée au mofL100

Ona:b=1,b=0,b=0,b=1

eOna:h,+b,+b,=1.
Le reste de la division euclidienne de 1 par 2la#tncc =1.

eOna:b+b,+b,=2.
Le reste de la division euclidienne de 2 par Dedncc, =0.

eOna:b+b,+b,=2.
Le reste de la division euclidienne de 2 par Dedncc, =0.

La clé de contrble associée au mot 1001 est dodc 10

Autre méthode : On peut raisonner modulo 2.

2°) Soitbb,bb, un mot de 4 bits et,c,c, la clé associée.
Cocher les réponses correctes.

SiI'on change la valeur di et que I'on recalcule la clé, alors :

e la valeur dec, est inchangée O modifiée
o la valeur dec, est O inchangée modifiee
o la valeur dec, est O inchangée modifiee

Soit bbb, un mot de 4 bits et,c,c, la clé associée.

Sion change la valeur dg enly’, on aurab'=b,+1 (mod. 2).
* la valeur dec, ne dépend pas dg donc est inchangée ;

* b '+b;+b,=by+bs+b,+1 (mod. 2) donac, est modifiée ;

* b +b,+b,=b;+b,+b,+1 (mod. 2) donac; est modifiée.

3°) On suppose que, durant la transmission du rgessa plus un des 7 bits a été transmis de fagonée. A

partir des quatre premiers bits du message recteaatcule les 3 bits de contrdle et on compare s&bits de
contrble regus.

Compléter sans justifier le tableau ci-dessoudettee F signifie que le bit de contréle recu nerespond pas au bit
de contrdle calculé et J que ces deux bits sonbéga

Bit Bit erroné

de contréle b b, b, b, G C, C, |aucun

calculé
J F F F F J J J
F J F F J F J J
F F J F J J F J

4°) Justifier rapidement, en s’appuyant sur ledab) que si un seul bit regu est erroné, on pent thaus les cas
déterminer lequel, et corriger I'erreur.

Les huit triplets du tablea(d ; F; B, (F;J; P, ..., (J; J;J sont tous différents. Quand on regoit un messaye,

calcule les codes de controle et on les compare @uex qu’on a regus. Selon le triplet obtenu,ahdonc quel est
le bit erroné, s'ily en a un.

5°) Voici deux messages de 7 bitd =010001C et B=110100:. On admet que chacun d’eux comporte au plus ur
erreur. Dire s’ils comportent une erreur et la igenrle cas échéant.



* Pour le messagé =010001C :

b, +b;+b, =1+ 0+ 0= 1a pour reste 1 dans la division euclidienne par 2.

b, +b, +b, =0+ 0+ 0= 0 a pour reste 0 dans la division euclidienne par 2.

b, +b,+b,=0+1+ 0=1a pour reste 1 dans la division euclidienne par 2.

Donc le code correct est 101 alors que le codeestQ10 ; la différence entre les deux codes spored au triplet
(F; F; F) D’aprés le tableau, c’est dobg qui est erroné et le bon message est 0101010.

« Pour le messagB =110100: :

b, +b;+b, =1+ 0+ 1= 2 a pour reste 0 dans la division euclidienne par 2.

b +b,+b, =1+ 0+ 1= 2 a pour reste 0 dans la division euclidienne par 2.

b +b,+b, =1+1+ 2= 3a pour reste 1 dans la division euclidienne par 2.

Donc le code correct est 001 et est identique da oecu ; le message B ne contient pas d’erreur.

1.
L’arbre de Stern-Brocot a été découvert séparépamrie mathématicien allemand Moritz Abraham S{@8%8) et

par Achille Brocot (1861), horloger francais qui ltilisé pour concevoir des systéemes d’engrenages un
rapport entre rouages proche d'une valeur souhdigieexercice aborde la méthode avec des matéreses

10 11
d’ordre 2. On considéere les deux matries (1 J etD= (0 1)

On construit un arbre descendant & partir d’uneicesihitiale, de la fagon suivante : de chaquericecarrée M de
I'arbre partent deux nouvelles branches vers lex deatres matrices M x G (& gauche) et M x D (dtelyoCes
deux nouvelles matrices sont appelées les mafiilessde M.

s L . 10
Dans la méthode considérée, on prend comme matiiizde la matricel :(O J.

1°) Déterminer les deux matrices manguantes dansis@me ligne de I'arbre de Stern-Brocot ci-dess

o 3

T T

i3

T T

3 L

On pouvait effectuer les calculs a la main et ksfier grace a la calculatrice.

o7

. . . a c
Dans la suite de I'exercice, on admet que pouetmatriceM :(b dJ de l'arbre de Stern-Brocot, les nombaes

b, ¢, d sont des entiers naturels vérifiant d # 0.

N . a c )
2°) On associe a une matnceﬂ\Eb dJ de I'arbre de Stern-Brocot la fractl%%% .
+

Déterminer la fraction a laquelle aboutit, dansecassociation, le trajet « gauche-droite-gauch@artir de la
matrice initiale dans I'arbre.

. . o 21
Le trajet « gauche-droite-gauche » aboutit a laioeaM = 3 .

2
La fraction associée est don%% soit g
+

X z
3°) a) Soit A:( J une matrice a coefficients réels.
y

Justifier que le déterminant des matridesG et AxD est égal au déterminant de A.
Par définition,det A= xt — yz.
x z) (1 0 X+z z
OnaAxG= X =
y t 11 y+t t
det( Ax G) = (x+2)t—z(y+t)=xt+4 —zy~% =xt-yz

On constate queet( Ax G) = detA.

X z) (1 1 X X+z
OnaAxD = X =
(y tJ (0 ]J (y y+tj
det( Ax D)= x(y+t)—y(x+2)= ¥ + Xt K - yz=xt—yz

On constate queet( Ax D) = detA.

Il s’agit d’'un cas particulier d’un résultat pluérgtral qui sera démontré dans I'enseignement supéri Le
déterminant du produit de deux matrices est égptaduit des déterminants ».

b) Que vaut le déterminant de toutes les matriedsdbre de Stern-Brocot ? Répondre sans jusfiéerune phrase.
D’aprés la question précédente, la multiplicatiair@ite d’'une matrice carrée d'ordre 2 par les ivesrG et D ne

change pas le déterminant donc le déterminantuidesdes matrices de I'arbre de Stern-Brocot esit ag
déterminant de la matrice initiale c’est-a-dire 1.



ac
c) SoitM :(b dj une matrice de I'arbre de Stern-Brocot.

Démontrer que la fraction associée a M est irréliect
Indication : On observera que le déterminant deeMt ussi s'écrirel (a+c)—c(b+d).

. ’ .a+c S . . .
Il s’agit de démontrer que la fractlet;;r—d est irréductible c’'est-a-dire que+c et b+d sont premiers entre eux.
+

Ona:d(a+c)-c(b+d)=da+dc —ch~cd =ad -bc=detM.

Or d'apres la question précédente, toutes les caatde I'arbre de Stern-Brocot ont un détermingat & 1 d'ou
detA=1.

Par conséquent, on peut écricga+c)—c(b+d)=1 (1).

Commed et —c sont des entiers relatifs, I'égalif§) s'interpréte comme une combinaison linéaireadec et de
b+d a coefficients entiers relatifs égale a 1.

On peut donc dire qua+c etb+d sont premiers entre eux.
. . a+cCc ., .
Par suite, la fractlo%—d est irréductible.
+

4°) On consideére I'algorithme donné sur la pagara ©n précise que les valeurs des varialesn saisies en
entrée doivent étre des entiers naturels non maksiprs entre eux.

a) Faire fonctionner « a la main » I'algorithme @les valeuram=4 et n=7 saisies en entrée.

On complétera le tableau donné sur la page alpditiuer ce qu’affiche I'algorithme sur la ligneaéssous.

Gauche, Droite, Gauche, Gauche

Affichage Gauche Droite Gauche Gauche
m 4 4 1 1 1
n 7 3 3 2 1

On peut réaliser le programme sur la calculatrice.
b) (bonus sur 1 point) Conjecturer le role de gar@thme. Répondre par une phrase sans justifier.

On peut émettre la conjecture suivante : « L’atane fournit le chemin a suivre a partir de la msatmitiale pour

. . m .
obtenir une fraction— donnée ».
n

On peut le vérifier sur des exemples.



