A~ . , _ I1I. (6 points : 1°) 3 points ; 2°) 3 points)
TS1 Contrdle du vendredi 8 décembre 2017
(50 minutes) -9

1°) On considere la suil(eun) définie sulN" par u, =-——— pour tout entier naturei > 1.
n

Déterminer & I'aide d’'un encadrement la limite(dg) .

I. (2 points)

On considére deux suites réelles) et (v,) définies sulN telles que lim u, =+ et lim v, =0.
n—>+o

n—+w

On précise de plus que tous les terme(qu)a sont strictement négatifs.

Recopier trés lisiblement et compléter I'égalitém —=........ .

n—>+w\/
n

II. (3 points)

n-+1 n

On considére la suitgy,) définie sulN paru, = pour tout entier naturel

3n

Le but de 'exercice est d'étudier le Comporten'mnptotique de la Sui'(ejn) L e eee e e e e e e e Ee e e ee e e s e e e e e

Effectuer une transformation d’écriture adaptée a@®end une expression simplifiée au maximum.
Déterminer la limite déu, ). On attend une justification trés précise avecprésentation correcte.

n—(-1)"
............................................................................................................................................. 2°) On considére la suity,) définie surN\{0;1} parv, = (7)n pour tout entier naturei > 2.
n 1

Déterminer la limite dgv, ) en utilisant le résultat du 1°).



IV. (2 points)

On consideére la suitgu,) définie sulN" paru, = n-i pour tout entier natured > 1.

Jn

Démontrer que pour tout entier naturek 1, u, = \/——i. En déduire la limite de la suifey, ) .

Jn

VI. (2 points)

On consideére la propriété suivante :

Soit (u,) une suite réelle définie st qui converge vers un rél

On se propose de démontrer qué si0, alors tous les termes de la suite sont stricteesitifs & partir d’un
certain indice.

On donne ci-dessous dans le désordre les élémetdasdémonstration de cette propriété a partirdees
hypothéses 4u,) converge veré» et «£>0 » en s'appuyant sur la définition d’une suite ange vers un réel.
Pour comprendre la démonstration, il est consedléire un schéma en faisant par exemple unesemtation de

la droite réelle.

® comme I estinclus dar}§ ; + o[ , pour tout entier naturei > N, u, €]0;+ o[ .

@ commetl >0 par hypothése, il existe un intervalle ouverttemant inclus dans lintervallg0 ; + oo .
® Ainsi tous les termes de la su(te,) sont strictement positifs & partir de I'indine

@ On sait qugu,) converge veré par hypothése donc on peut trouver un entier ebitUtel que si
n>N,alorsu, €l.

Remettre la démonstration dans I'ordre (sans jasif

V. (2 points)

2 2
On considére la suitgy,) définie sulN paru, = (e" - Zé") —( é- é”) pour tout entier naturel

Transformer I'expression dg, en fonction de. En déduire la limite déu, ) .

VII. (3 points : 1°) 2 points ; 2°) 1 point)

Soit (u,) une suite réelle définie s telle que pour tout entier naturebn aitu, < Z—nl
n+
1°) Démontrer quéu,) est majorée.
2°) On suppose de plus g(e,) est croissante. Que peut-on en déduire pour l@ortement asymptotique de
(u,) ? Citer précisément le théoreme utilisé.



Indications pour la rédaction

Présentation des calculs (exercices II, IV et V) :
On pense a bien « quantifier » les égalités.

vneN u,=

Cette remarque est valable pour les inégalitég¢meslil etVIl ).

Présentation des calculs de limites (exercices IV, V...) :

Dans I'exemple qui suit, on cherche la limite dsdﬁe(un) définie sulN paru, = 3n%+n.

lim (3n2) 4o
n—+w

lim n=+ow

n—+w

donc par limite d'une sommejim u, =+.
n

-+

Phrase de rédaction-type pour la réponse a la quésh VII. 1°)

« On en déduit quéu,) est majorée par .».

Consignes générales

e Les tables doivent étre disposées en « positiotrd@e commun ».

e Vous devez écrire au stylo a plume trés lisibleme¢sans ratures. Aucune réponse écrite au criténe sera
prise en compte.

e Vous ne devez rien écrire ni surligner sur I'érbea dehors des réponses attendues.

« A la sonnerie, vous devez impérativement posstyle et rester en silence.

Les copies seront ramassées immédiatement.
Des points seront retirés aux éleves qui continaeatliger ou qui se mettent a parler.



Corrigé du contrdle du 8-12-2017

On considére deux suites réelles) et (v,) définies sul telles que lim u, =+ et lim v, =0.
n—o+w

n—+o

On précise de plus que tous les terme§w§ sont strictement négatifs.

Recopier tres lisiblement et compléter I'égalitdm —=........ .

Nty

. u
im t=-ow0

n—+w Vn
e |l ne s’agit pas d’'une FI.
e On peut écrirelim v, =0".
n—+wo
. LU, +
e On n'écrit paslim —~=——.
n—>+o Vn 0

e Le signe — provient des signes + et du signede é4 régle du signe d’'un quotient (+ sur — égale —

n+1 n

On considére la suitgu,) définie sulN par u, = pour tout entier naturel

Le but de I'exercice est d’étudier le comportenmasytmptotique de la sui(ejn) .

Effectuer une transformation d’écriture adaptée a®end une expression simplifiée au maximum.
Déterminer la limite dgu, ). On attend une justification trés précise avecprésentation correcte.

3n+1 2n
F T

=)

n
—1<§<1donc lim (gj =0.

vneN u,=

n—+w

Par suite, lim u, =3.

n—+w

&

1°) On considere la suil(&ln) définie sulN" par u, =-——— pour tout entier naturei > 1.
n

Déterminer & I'aide d’'un encadrement la limite(dg) .

YneN -1< (—1)n < 1[attention : inégalités larges] doivn e N 21 <u, < 1 (on a divisé tous les membres
n n
de la double inégalité parqui est strictement positif donc le sens des ilitégane change pas).

Or lim (—EJ:O et lim 1:0.

n—+ow n n->+wo N

Donc d’'apres le théoreme des gendarmiés, u, =0.
n—+o

n—-(-1)"
2°) On considére la suitey, ) définie surN\{0;1} parv, = (7)n pour tout entier natured > 2.
n 1

Déterminer la limite d€v, ) en utilisant le résultat du 1°).

Pour conjecturer la limite, on rentre la suite dansalculatrice.

LY
¥neN\{0;1 v,=— 10— donc¥ne N\{0;1 v, =1t
-1) 1+u,
1+
n
Or lim u,=0 donc lim v, =1.

V.
On consideére la suitg,) définie sulN” paru, = nT_nl pour tout entier natured > 1.
Démontrer que pour tout entier naturet 1, u, = \/——% En déduire la limite de la sui(an) .
vneN' u,= %—in
—Jno L
n



V.

2 2
On considére la suitg,) définie sumN par u, :(e“ - Zé") —( é- é”) pour tout entier naturel

Transformer I'expression de, en fonction de. En déduire la limite déu, ) .

vneN u,= ;22‘{—4ef‘ x e+ 4e% —/§{+ 2d'x e"—- 2" (on développe en utilisant I'identité remarqeabl
(a-b)* ...)

=—4&+ 362+ 28

=—4+36?+ 2
=3x(e?)"-2
—1<e?<1donc lim (e‘z)n:O.
n—o+w

Par suite, lim u,=-2.
n

—>+o

1 1 N r
L) 4 L) L
0

l

VI.

On consideére la propriété suivante :

Soit (u,) une suite réelle définie st qui converge vers un régl

On se propose de démontrer qué 5i0, alors tous les termes de la suite sont strictepesitifs & partir d’un
certain indice.

On donne ci-dessous dans le désordre les élémetasiémonstration de cette propriété a partiddes

hypothéeses {un) converge veré » et «£ >0 » en s’appuyant sur la définition d’une suite ange vers un réel.

Pour comprendre la démonstration, il est conseédléire un schéma en faisant par exemple unesentation de
la droite réelle.

® comme I estinclus dar ; + oo , pour tout entier natured > N, u, €]0;+oo[ .
® commel>0 par hypothése, il existe un intervalle ouvertitemant inclus dans I’intervalle]o T+ oo[.
® Ainsi tous les termes de la su(tla;]) sont strictement positifs a partir de I'indide

@ On sait que(un) converge veré par hypothése donc on peut trouver un entier alitltel que si
n> N, alorsu, el.

Remettre la démonstration dans I'ordre (sans jasif
Q:®.0:0

On doit d’abord introduire I'intervalle | d’oti I'dre @ puis® et non® puis @.

VILI.

. N o . . 2n
Soit (u,) une suite réelle définie shirtelle que pour tout entier naturebn aitu, < e
n+

1°) Démontrer quéu,) est majorée.
2°) On suppose de plus q(ie,) est croissante. Que peut-on en déduire pour lpodement asymptotique de
(u,) ? Citer précisément le théoréme utilisé.

1°) Par définition, un majorant est un nombre irgtéfant de n qui est supérieur ou égal a tousrertede la suite.
On cherche donc un nombre fixe, indépendanmt, dgii majore tous les termes de la suite.

vneN n<n+ldoncVneN Ll<1 (on a divisé les deux membres parl qui est strictement positif donc le
n+

sens de I'inégalité ne change pas).

On peut donc écrirgne N 27nl< 2 (on a multiplié les deux membres par 2 qui esttstment positif donc le
n+

sens de I'inégalité ne change pas).

On en déduit qu&ne N u, <2.

2 est un nombre fixe, indépendantrde

Par conséquent, la derniére inégalité prouve qeaita(u,) est majorée par 2.

On notera que I'on ne peut pas dire q&&l est un majorant da, car un majorant ne doit pas dépendre de
n+

(beaucoup d’éléves ont commis I'erreur).

2°) (u,) est croissante et majorée.
Or toute suite croissante majorée converge.
Donc (u,) converge.



