TS1 (2 heures)

Controle du samedi 7 octobre 2017

I. (2 points : 1 point + 1 point)

Déterminer les réelsety tels que(1+ 2i)2 x—l—y_ =1-13i.
[

Ecrire deux égalités sans justifier.

1. (4 points : 1°) 2 points ; 2°) 2 points)

Soita un réel fixé.
1 1
—+ -
z-ia z+ia
Compléter les phrases suivantes sans justifier.

On considére les équatiozd+az=0 (1) et

=1 (2) d'inconnuezeC.

On donnera les expressions des solutions sousnteefla plus simple possible.

1°) On suppose queest un réel strictement positif quelconque.

Les SOIUtIONS L) SONE I ......viuii i e e

2°) On suppose gueest un réel quelconque c]eoo ; —]{U]1;+oo[.

LeS SOIULIONS AE2) SON : ......ocuiviiiiiit ittt et sttt e

1. (5 points : 1°) 1 point ; 2°) 3 points + 1 paoit)

On considére le polyndm@(z) = z* - (2+ 2i) Z°+ (4+ 4i) 2+ (2- 10) z- Eavecze C.

1°) CalculerP(i).

wevveenn.. (Une seule égalité sans justifier)

2°) Déterminer un polyndm@(z) du second degré tel que pour tout nombre complexeait :
P(2)=(z-i)"xQ(z). En déduire les racines d&z).



IV. (5 points : 1°) 2 points ; 2°) 1 point ; 3°) 2oints) V. (2 points : 1°) 1 point ; 2°) 1 point)

On considére la suit@,) définie sulN par son premier terme, = 2 et par la relation de récurrence Les deux questions sont indépendantes.

u,,, =3u, + 2n—1 pour tout entier naturel Pour tout entier natural on posev, =u, +n.

; ) ) 1°) On considére la suitg,) définie sulN’ par son premier termg =1 et par la relation de récurrence
Le but de I'exercice est d’exprimer, en fonction de.

. ] . u,,, = 2nu, pour tout entier natured >1.
Calculer au brouilloru,, u,, Uy, U,, Us PUIS Vg, Vi, V,, V3, V,, V5. Conjecturer la nature de la su(te) .

) ) . 1°) Conjecturer I'expression dg, en fonction de. Répondre sans justifier.  ................. (une seule égalité)
1°) Exprimerv,,, en fonction dev, pour tout entier naturel
vneN v, =u,,+(n+1) 2°) On considére I'algorithme ci-contre qui fait gg};ﬁzz

intervenir les variablea (réel strictement positif)y
(réel) etn (entier naturel). Il n'est pas demandé de le

h Initialisation :
programmer sur la calculatrice.

u prend la valeur 1

= . . , . . . n prend la valeur 1
Faire fonctionner I'algorithme « & la main » pour

a=100 saisi en entrée. Traitement :

Tantque u< a Faire

= u prend la valeu@nu
La valeur den affichée en sortie st .................. ) nprend la valeun+1
FinTantque
= Sortie :
Afficher n

VI. (2 points)

2°) Recopier et compléter la phrase suivante danaarature de la suit@/n) ainsi que toutes les précisions utiles. , o, . L Re(Zz)
Démontrer que pour tout nombre complexaii n'est pas imaginaire pur, on a=———=% <1.
« D'aprés la question précédente, la s(itg est une suite .». (Rez)

3°) A l'aide du résultat précédent, déterminer sssion deu, en fonction den.



Corrlgé du COntI’6|e du 7_10_2017 2°) On suppose queest un réel quelconque deco; - UJL;+ o[ .
L Les solutions d¢2) sontl+iva’—1 et1-iva?-1.

- . < N2 y i
Déterminer les réebsety tels que(1+ 2i) x—j =1-13i On résout l'équationf2) dansC\{~ ia; ial .
Ecrire deux égalités sans justifier.
(2) & M =1 (on écrit le premier membre sous forme d’un geotient)
X=—2 y=10 (z-ia)(z+ia)
2z
< (z-ia)(z+ia) =t
Déterminons les réefsety tels que(1+ 2i)° x—l—y_ =1-13i (1). )
—i z
=1
Z+a’
1+i
(1) & (-3+4i)x- y(z ):1—13i & 2z=7+a’
& 72-2z+a’=0
& ax- Y |yilax—Y]=1-13i s 2
On considére le polyndme? — 2z+a? avecze C.
Il s’agit d’un polyndme du second degré a coeffitderéels.
—3X—%= 1 On calcule son discriminant réduit =1-a®.
& (systeme obtenu par identification desigaréelle et imaginaire)
4x—%:—13 Commeac |- o; - UJ1;+oo[, a2 >1 doncA'<0.
Ix=—14 Le polyndme admet donc deux racines distinctes @amsi sont conjuguéesz, =1+iva’-1 et z, =1-iva*-1.
& { 6x— 2 (on a fait une soustraction membre & membeaixieme équation — premiére équation)
y=—0bX-
Ces deux racines ne sont pas imaginaires pureseallescsont toutes deux distinctes det — a.
X=-2
= {y:lO Les solutions d¢2) sont dond+iva®-1 et1-iva®-1.

On considére le polyndm@(z) = z* - (2+ 2i) z°+(4+ 4i) 2+ (2- 10) z- EaveczeC.
Soita un réel fixé.
1 1
—+——
z-ia z+ia
Compléter les phrases suivantes sans justifier.

On considére les équatiozd+az=0 (1) et =1 (2) d'inconnueze C. 1°) CalculerP(i) .

P(i)=0 (une seule égalité sans justifier)

On donnera les expressions des solutions sousnte fia plus simple possible. R ) o o )
On effectue le calcul & la main et I'on vérifierésultat & I'aide de la calculatrice.

1°) On suppose queeest un réel strictement positif quelconque.
2°) Déterminer un polyndme@(z) du second degré tel que pour tout nombre complexeait :

Les solutions dé1) sont0,iva, —iv/a. P(2)=(z-1)"xQ(z). En déduire les racines d&z).

(1) & z(Z+a)=0 On va utiliser la méthode des coefficients indéteés.

< z=0o0uz+a=0

- P(z . os
& z=0o0uzZ=-a On peut écrireQ(z) = ()z pour tout nombre complexe=i mais cela ne conduit & rien.
& z=0o0uz=iva ouz=-iva (cara> 0 par hypothése) (Z_l)




On poseQ(z) = az’ +bz+c oua, b, ¢ sont trois complexes tels qae= 0. Q(2) est un polyndme du second degré a coefficients.rée

On développe, on réduit et on ordonne le polyngmei)”x Q(z). On calcule son discriminant réduit =1- 5= - 4.

On fait précéder les calculs devze C ». ) ) )
Les racines d€(z) sont doncl- 2i et1+2i.

VzeC (z-i)*xQ(2)=az' +bz’+(a+c) 22 +bz+c On en déduit que les racines dahdu polyndmeP(z) sonti,1- 2i, 1+ 2i.
= (z2 - 2iz—1)(az2 +bz+ c) On peut aussi utiliser la calculatrice pour déteenies racines d€)(z).

Cependant, comme les coefficients sont compleaesltulatrice ne permet pas de déterminer Ieaea(deP(z).
=az* +bZ’ + cz* - 2iaz® - 2ibz* - 2icz—az* —bz—-c

=az' +(b-2ia) 2’ +(c-2ib-a) z*- (b+2ic) z- ¢ V.
On considére la suitéun) définie sulN par son premier terma, = 2 et par la relation de récurrence
On reprend I'expression de(z) donnée initialement P(z) = z* — (2+ 2i) 2+ (4+ 4i) 2°+(2- 10) z- E. U,., = 3u, + 2n— 1 pour tout entier naturel Pour tout entier natural on posev, =u, +n.
Le but de I'exercice est d’exprimer, en fonction de.
Pour queP(z) :(z—i)sz(z) pour tout nombre complexeil suffit de choisira, b, ¢ vérifiant les égalités ci- Calculer au brouilloru,, u,, Uy, U,, Ug PUIS Vg, Vi, V,, V5, V,, V5. Conjecturer la nature de la su(te,) .

dessous [identification des coefficients des morddeeméme degré].
=5, u,=16, u, =51, u, =158, u, =481

a=1

b-2ia=-2-2i V,=2,V,=6,V,=18, v, =54, v, =162, v, = 486
c-2ib-a=4+4i

—b-2ic=2-10i On peut conjecturer que la su(t\s;) est géométrique de raison 3.
-c=-5

L N , . — . On peut présenter les résultats dans un tableamearidessous :
On écrit le systéme d’équations vérifiées parifedr (a;b; c) sans.

N . o . . n 0 1 2 3 4 5

La premiére équation donree=1, la deuxieme équation donne aldrs — 2.
La troisieme équation donne immédiatemert5. u, 2 5 16 51 158 481
Les équations - 2ib—a =4+ 4i et —b-2ic=2-10i sont vérifiées. Vi 2 6 18 54 162 486

a=1 On peut utiliser la calculatrice pour obtenir laBleaux de valeurs (on met la calculatrice en mosigite »).

. _ . . 2

Ainsi, on a b_5 2 et on obtient ains(z) = z° - 2z+ 5. 1°) Exprimerv,,; en fonction dev, pour tout entier nature.

C=
On s’apercoit que, b, ¢ sont des réels ce qui n'était pas prévisible dudé VneN v, =u,,+(n+1)

On en déduit la factorisation suivante B¢z) en produit de deux polyndmes du second degré : —3u,+2n-14n+1

P(z):(z—i)zx(zz—22+5). =3u,+3n

Remarques : =3(u,+n)
On aurait aussi pu détermin@(z) en effectuant la division euclidienne &¢z) par(z—i)* = 22~ 2iz-1.
=3y,
On peut aussi trouver le polyndn@z) par tatonnement.
2°) Recopier et compléter la phrase suivante danaamature de la suité/n) ainsi que toutes les précisions utiles.
Pour déterminer les racines dahslu polynémeP(z), on cherche les racines du polyné@¢z) = z2° — 2z+5. « D'aprés la question précédente, la s(itg est une suite .».



D’apres la question précédente, la S'@#) est une suite géométrique de premier teyneu, = 2 et de raison 3.
3°) A l'aide du résultat précédent, déterminer fesssion deu, en fonction den.

vneN v, =2x3

Or vneN v, =u,+n.

Donc Vne N

u,=v,-n.

Finalement, on obtientvne N u, =2x3 —n.

V.

Les deux questions sont indépendantes.

1°) On considére la suit(eun) définie sulN’ par son premier termg =1 et par la relation de récurrence

u,,, = 2nu, pour tout entier naturei >1.

1°) Conjecturer I'expression deg, en fonction de. Répondre sans justifier.  ..................... (unelsegalité)

On calcule les premiers termes de la suite pour ave idée de I'expression.
u, =2x1

U, =2*x2x1

u, = 22x3x 2x1

u5:24><4><3>< 21

On peut conjecturer quéne N' u, =2""x(n-1)x(n-2)x ..x X ..

On peut donc utiliser la notation la factoriellecehjecturer 'expressione N' u, =2"*x(n-1)!.

Cette expression peut se démontrer aisément pareéce.

2°) On considere I'algorithme ci-contre qui fait
intervenir les variablea (réel strictement positif)y
(réel) etn (entier naturel). Il n’est pas demandé de le
programmer sur la calculatrice.

Faire fonctionner I'algorithme « a la main » pour
a=100 saisi en entrée.

La valeur den affichée en sortie est 5.

Entrée :
Saisira

Initialisation :
u prend la valeur 1
n prend la valeur 1

Traitement :
Tantque u< a Faire
u prend la valeu@nu
nprend la valeun+1
FinTantque

Sortie :
Afficher n

On remplit au brouillon un tableau d’évolution desiablesn etu comme ci-dessous.

Etape 0 1 2 3 4 5
Condition ) i ] .
u <100 vrale vrale vrale vrale faux
Valeur deu 1 2 8 48 384
Valeur den 1 2 3 4 5
La valeur den affichée en sortie est 5.
VI.
Re( zz)

Démontrer que pour tout nombre complexgii n'est pas imaginaire pur, on ?72 <1.

Il s’agit d’'un petit exercice avec prise d'initiadi (EPI).
On posez = x+iy oux ety sont des réels.

2

7’ = x*— y*+2ixy doncRe(Z°) = X" - y*.

Re( 72 2_\2
On a donc ( Z):X y_
(Rez) X

Rez)




1% méthode :
X2 — y2
On ax® - y*< x* donc en divisant les deux membres parqui est strictement positif, on obtieRt—>— <1 soit
X
Re(Z
RZ)
(Rez)
2° méthode :

Re(Z* 2 2
On peut écrire(—z) -1-¥ - _(X) .
(Rez) X X
o Re(zz) ) ) N
On obtient |mmed|atememi)2 <1 car le carré d'un réel est positif ou nul.
Rez

L'inégalité est une égalité dans le cazast un réel et uniguement dans ce cas.
La démonstration est tres facile.
Variante :

On peut ne pas poser= x+iy avecx ety réels.
On peut se contenter d'écrie= Rez+ ilmz mais c’est un peu plus lourd pour la suite desutsl



