Contrdle du vendredi 22 septembre 2017

TS1 (50 minutes)

Il est demandé que tous les traits de fractiorensdaits a la regle.

I. (5 points : 1°) a) 1 point ; b) 2 points ; 2°) oints)

—\2
On considére la suite compleke,) définie par son premier termgg e C et la relation de récurrencg,, = (2"7)
Z, +i

Les deux questions sont indépendantes.
On pourra vérifier les résultats a I'aide de la omnde « rép » de la calculatrice.

1°) Dans cette question, on pregg=1.

a) L’affirmation « z, et z, sont conjugués I'un de l'autre » est-elle vraidausse ? Répondre sans justifier.

<eeererwn. (Une seule réponse sans faire de phrase)

b) Calculerz,. On donnera sans justifier le résultat sous foatgébrique.
vieee..... (Une seule égalité sans faire deaske)

2°) Dans le plan complex muni d’un repére orthonormé dire(cﬂ),ﬂﬁ), on note A et B les points d'affixes

respectivesz, et z . Dans chaque cas, on prend une valeur différentg dCocher la case correcte.

1% cas : On prend, =— 2i. 2°cas : On prend, = - iz

[0 B est le symétrique de A par rapport a O. [ B est le symétrique de A par rapport a O.
[ A est le symétrique de O par rapport a B. [0 A est le symétrique de O par rapport a B.
[ B est le symétrique de O par rapport a A. [ B est le symétrique de O par rapport a A.
1. (4 points)

Résoudre dang I'équationiz+(1-2i)z-15=i (E).
On donne ci-contre le modele de rédaction attendg@pier et compléter (ne rien écrire dans leeadr
On notera que la résolution s'effectuera en utilisme chaine d'équivalences du début a la fin.

Le détail de la résolution du systéme n’est pasahei@.
Pour I'écriture de I'ensemblg, on rappelle que I'on chercae

On posez= x+iy oux ety sont des réels.
On a alorsz= x—iy.

Soit S'ensemble des solutions (&) .

S=




IIl. (6 points : 1°) 2 points ; 2°) 1 point pour I'égalité + 2 points pour le systéme complet ; 3°)pbint)

On considére le polyndm@(z) = z* - 22° + 112>~ 2+ 1C ol ze C.

1°) CalculerP(i) et P(-i). On attend uniquement les résultats.

2°) Le but de cette question est de détermineralynpme Q(z) du second degré tel quiR(z) = (z2 +1)>< Q(2)
pour tout nombre complexa

On poseQ(z) = az’ +bz+c ola, b, c sont trois réels tels qes 0.

Développer, réduire et ordonner le polyné(mé+1)xQ(z) .
Ecrire le résultat sur la ligne ci-dessous soderme d’une seule égalité précédée deéze C ».

Ecrire dans le cadre ci-dessous le systéeme d’@mnsatiérifiées par le triple(ta; b; c) (sansz!).

Ecrire ci-dessous les valeursald, ¢ (une égalité par case).

3°) A l'aide de la question précédente, détermiegracines dang du polyndmeP(z).

Les racines dan§ du polyn(‘JmeP(z) 50 1 .

Vérifier la réponse a I'aide de la calculatrice.

IV. (5 points : 1°) 2 points ; 2°) a) 2 points ; bL point)

—\ 2
N z
A tout nombre complexedistinct de — i on associe le nombre complekeQ .
Z+i
Les deux questions sont indépendantes.

1°) Dans cette question, on suppose gug) ou ) est un réel distinct de — 1. Aucune justificatibest demandée.

Donner la forme algébrique dg en fonction dé..
<eveeenn. (Une seule égalité)

2°) Dans cette question, on suppose gu€l+ ik ou est un réel quelconque.

a) Déterminer I'écriture algébrique du nomhre . Il n'est pas demandé de développer le dénominateL

_ 1
1+i(A+1)
vevveeen.. (Une seule égalité)

b) Exprimer en fonction dk la partie réelle de'. Il n’est pas demandé de développer le dénominateu
Ecrire ci-dessous I'égalitRez '= .................. et détailler les principales étapes de calculesilignes ci-dessous.



COFI’Igé dU COntr6|e dU 22_9_2017 b) Calculerz;. On donnera sans justifier le résultat sous foafgébrique.

. z= _fgl (une seule égalité sans faire de phrase)

—\2 . . . P N . . .
] ) o ) ) (zn) On peut obtenir le résultat immeédiatement a I'aldéa commande « rép » de la calculatrice ou hiegfiectuant le
On consideére la suite comple(@h) définie par son premier termg € C et la relation de récurrene,, = ——. calcul & la main.

zZ, +i

Les deux questions sont indépendantes.

2

On pourra vérifier les résultats a l'aide de la omande « rép » de la calculatrice. z,- (Zz)

Z, +i

1°) Dans cette question, on pregg=1.

_— N . , _— 1-iY

a) L’affirmation « z et z, sont conjugués I'un de l'autre » est-elle vraidausse ? Répondre sans justifier. Y
BT
=i

2

vrai (une seule réponse sans faire de phrase)
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2°) Dans le plan compleX@ muni d’un repére orthonormé dire(dD,G,Q), on note A et B les points d’affixes

1+i respectivesz, et z . Dans chaque cas, on prend une valeur différentg dCocher la case correcte.
2
i 1y 1% cas : On prend, =— 2i. 2°cas : On prend, = - L2
2 2
= 1+, [ B est le symétrique de A par rapport a O. B est le symétrique de A par rapport a O.
1o 2 [J A est le symétrique de O par rapport a B. [J A est le symétrique de O par rapport a B.
+1
2 B est le symétrique de O par rapport a A. [J B est le symétrique de O par rapport a A.

On peut obtenir les deux résultats immédiateméaide de la commande « rép » de la calculatrice.

On tape 1 suivi de_entter puis (conj(Ré{gRep + i).

On observe immédiatement qag= Z



er o .
1Tcas:z=-2i On posez= x+iy oux ety sont des réels.
On a alorsz= x—iy.

_ (@

e (E) © oo
—4

== & Z=

- _ 4 SoitSI'ensemble des solutions cQE) .
On observe que, = 2z, soit z, = 2z, . S=
Ainsi, OB= 20A et par suite, B est le symétrique de O par ragpsrt
Pour placer les points A et B dans le plan complerese référe a la définition de I'affixe d’un pbi (E) & i(x+iy)+@-2i)(x-iy)-15=i

Dans ce 1 cas, A a pour coordonnées cartésien(iles- 2) et B a pour coordonnées cartésienf@s- 4).
S IX—Yy+X—-iy-2ix-2y-15=i

2°cas :zy=— 1
2 & (x-3y-15—-i(x+y)=i  (on écritle membre de gauche sous formebailyde)
2
1 x-3y-15=0 R L . . . .
2 & x_y=1 (systéme linéaire de déterminant — 4 dairoettant une unique solution)
Z =——"— —X-y=
—i2+i
x-3y=15
o { Y
! Txovel
-_4 3
i X= Lo - . . N . . .
LZ & { 4 (résolution immédiate du systéme par la catdoiou a la main ; dans le dernier cas, il est
) conseillé la méthode de combinaison dont 'uneédages consiste & additionner membre & membreles d
_! équations pour trouver la valeur ge
2

& z=3-4i [ligne indispensable : c’esfu’on cherche et nom]
On observe que, =— 7, SOit Z; =— z,.

Ainsi, OB=— OA et par suite, B est le symétrique de A par rapp@t

SoitSI'ensemble des solutions ¢&).
On peut faire un petit graphique dans chaque casvguifier les résultats.

S={3- 4}
I

Résoudre dang I’équationiz+(1—2i)£—15: i (E). i

On donne ci-contre le modele de rédaction atten@g@pier et compléter (ne rien écrire dans leeadr On considére le polyndme(z) = z* - 2z°+ 112>~ 22+ 1C ot ze C.
On notera que la résolution s'effectuera en utilisme chaine d'équivalences du début a la fin.

Le détail de la résolution du systéme n'est pasateid. 1°) CalculerP(i) et P(-i). On attend uniquement les résultats.
Pour I'écriture de I'ensemblg, on rappelle que I'on cherclae

Il
o

P(i)=0 P(-i)

On peut effectuer les deux calculs a la main aucalculatrice.



P(i)=i*-2i%+11i%~2i +10 P(—i):(—i)4—2(—i)3+11(—i)2—2(—i)+10 On doit juste s’assurer que la troisiéme équatibivien vérifiée.

=1-2x(-i)-11- 2i+ O =1-2xi-11+ 2i+10 On a doncQ(2) = 22 - 22+10.
=0 =0
On obtient la factorisation dB(z) en produit de deux polyndmes du second degré :
Remarque :
On peut démontrer aisément que, comme les coeffictiu polyndmeP(z) sont réelsyyze C P(E) :Wz). P(2) :(Zz +1)><(22— 274 10).

Ce résultat donne immédiatemd?l(— i)=0 puisque — i est le conjugué de i.

Remarque : On aurait aussi pu détermi@¢e) en effectuant la division euclidienne &¢z) par z* +1.
2°) Le but de cette question est de détermineralynpme Q(z) du second degré tel qu(z) = (22 +1)>< Q(2)
pour tout nombre complexa 3°) A l'aide de la question précédente, détermiegracines darg§ du polyn(‘)meP(z).

5 R o Vérifier la réponse a l'aide de la calculatrice.
On poseQ(z)=az’ +bz+c olia, b, c sont trois réels tels quee= 0.

Développer, réduire et ordonner le polync‘)(ué+1)xQ(z) . Les racines dar$ du polyndmeP(z) sonti, —i,1-3i, 1+ 3i.
Ecrire le résultat sur la ligne ci-dessous sotsrime d'une seule égalité précédée deéze C ».
On cherche les racines du polynémfer1 et du polynémez? —2z+10.
vzeC (Zz +1)X Q(z)=az' +bz’+(a+c)z’+bz+c Celles dez? +1 sont i et — i par calcul immédiat (résolution @jbation 22 = —1).
Celles dez? - 2z+10 s’obtiennent en calculant le discriminant réduit.

Ecrire dans le cadre ci-dessous le systéme d’@msatiérifiées par le tripleta; b; c) (sansz!).
On vérifie la réponse avec la calculatrice.

On reprend I'expression de(z) et on identifie les coefficients des monémes dmmdegré.

V.
a=1 e
b=-2 ‘ . _ . (2

A tout nombre complexedistinct de — i on associe le nombre compleke ~—— .
a+c=11 Z+i
b= Les deux questions sont indépendantes.
c=10 1°) Dans cette question, on suppose gug) ou) est un réel distinct de — 1. Aucune justificatidest demandée.

ou Donner la forme algébrique d& en fonction dé..
. iA? s
a=1 z'= (une seule égalité)
A+l

b=-2
a+c=11
c=10

Pour queP(z) = (22 +1)>< Q(z) pour tout nombre complexe, il suffit de choib, c vérifiant les égalités ci-
dessous.

Ecrire ci-dessous les valeursald, ¢ (une égalité par case).

a=1 b=-2 c=10

Les valeurs de, b, c. apparaissent immédiatement dans le systéme.



—\2 —\2
ix 1+i
(@) )
iIA+i I+in+i
. 2 . 2
= _(_ 1) (car le conjugué de ést égal &-i)) :(1__70”)
i(A+1) 1+i(r+1)
__M = (1- 2k -22)xu
i(A+1)
, =(1—2ik—k2)xw
M 1+ (1 +2)°
i(l +l)xi
e [(a-27)-2nJ[1-i(x+)]
- - 2
-(2+1) 1+(r+1)
2 Par un développement « intelligent » du produitifégit au numérateur, on obtient aisément la peaféille dez'.

)\’2
= (gu’on peut aussi écriie—)
A+l

A+l 2
1-A%) -2 (A +
Rez':—( ) (2 )
. S A2 1+(2+1)
On observe que le résultat est un imaginaire mﬁe R.
+

1-2-3°

1+ (1 +2)°

2°) Dans cette question, on suppose ged +iL oul est un réel quelconque.

a) Déterminer I'écriture algébrique du nomhre . Il n'est pas demandé de développer le dénominateu

1+i(A+1)
1-i(r+1
u :LJFE (une seule égalité)
1+(r+17)

e Ix[1-i(r+1)]
[1+i(A+1) |x[1-i(h+1) |

1= i(A+1)
1+ (A +2)°
b) Exprimer en fonction de la partie réelle de'. Il n’est pas demandé de développer le dénominateu
Ecrire ci-dessous I'égalitRez '= .................. et détailler les principales étapes de calculesilignes ci-dessous.
2
Rez'= =23

1 (r+1)



