Controle du vendredi 31 mars 2017

TSl (50 minutes)

Note : ........ / 20

Prénom et NOM & ... i e e

I. (2 points : 1°) 1 point ; 2°) 1 point)

Soit a un réel non nul. On considere la fonction f : x — e définie sur R.
+e

1°) Vérifier que pour tout réel x, ona: f (x)

111. (2 points : 1°) 1 point ; 2°) 1 point)

1°) On considére la fonction f : x — ZL définie sur R.
2x°+1

Déterminer I’expression d’une primitive F de f sur R.

...................................................... (une seule égalité)

2
2°) On considéere la fonctiong : x +— 2x +1 définie sur R".

Déterminer I’expression d’une primitive G de g sur ]0; + o[ .

...................................................... (une seule égalité)

...................................................... (une seule égalité)
1. (2 points : 1°) 1 point ; 2°) 1 point)
On considére la fonction f: x — > définie sur R.

1+e™”
o\ pigs . . e* e*
1°) Vérifier que pour tout réel x, ona: f (x)=——-
1+e’ (1+e7)

2°) En déduire I’expression d’une primitive F de f sur R.

...................................................... (une seule égalité)

V. (2 points : 1°) 1 point ; 2°) 1 point)

1°) On consideére la fonction f : x — e**¢" définie sur R.

En observant que pour tout réel x, ona: f (x) =e*xe® | déterminer I’expression d’une primitive F de f sur R.

...................................................... (une seule égalité)

2°) On consideére la fonction g : x — e?*¢" définie sur R.
En observant que pour tout réel x, ona: g(x)= [e* xe® +e* x(ex xe® )}— f (x), déterminer I’expression d’une

primitive G de g sur R.

...................................................... (une seule égalité)
V. (2 points)
On considére la fonction f: X — sin xx (1— 2cos x)3 définie sur R.
Déterminer I’expression de la primitive F de f sur R telle que F(Z—;j =1.

................................................................. (une seule égalité)



VI. (10 points : 1°) 2 points ; 2°) 3 points ; 3°) 2 points ; 4°) 1 point ; 5°) 2 points)

Dans I’espace muni d’un repere (O, i, ], IZ), on considére les droites D et D' définies par les systemes d’équations

X=2+2t Xx=-1+3t'
paramétriques suivants : D < y=—1+t (teR); D' <y=—2+t" (teR).
z=1+t z=t'

1°) On note A et B les points d’intersection respectifs de D et D" avec le plan (xOz).
Déterminer les coordonnées de A et de B. On donnera les résultats obtenus apres recherche au brouillon.

A o) Y (RPN

2°) Démontrer que D et D' sont sécantes et déterminer les coordonnées de leur point d’intersection 1.

3°) Déterminer un systeme d’équations paramétriques du plan P défini par les droites D et D'.
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l.
er
Soit a un réel non nul. On considére la fonction f : x — —~— définie sur R. - 2
l+e™™ (l+e )
- e 2
1°) Vérifier que pour tout réel x, ona: f(x)= . X
) auep () 1+e™ _ (e )
2
L (l+ex)
vxeR f(x)=
1 2
1+eTx _ o
1+e*
1
e™+1
o Par ailleurs,
ax 2
e
1+e™ vxeR f(x)= %
1+~
2°) En déduire I’expression d’une primitive F de f sur R. €
X 2
F(x):lln(l+e“) (une seule égalité) -2
a 1+e*

II s’agit de la forme - avec constante d’ajustement. On en déduit que YxeR g (x)=f(x).
u

X X

On peut remplacer les barres de valeur absolue par des parenthéses. On peut donc écrire VxeR f (x) € ¢

=m_m.

2°) En déduire I’expression d’une primitive F de f sur R.

On considére la fonction f : x — % définie sur R. 1
(l+e’*) F(x):ln(l+ex)+l

ex

(une seule égalité)

e* e*

1°) Vérifier que pour tout réel x, ona: f (x) oo 1’ u' ., u'
+€ (1+ e*) On utilise I’égalité obtenue a la question précédente. On reconnait les formes — et — avec u : x — 1+¢”.
u u

La meilleure méthode consiste a effectuer deux calculs séparément. 1
Une primitive de f sur R est donc la fonction F=1In| u|+=.
u

X e)(
Onpose g(x)= 1ie* —m.

F a pour expression F(x)=In ‘ 1+e*

1
+
1

e

On remplace les barres de valeur absolue par des parenthéses car vxe R 1+¢e* >0.

(0] déduit VxeR F(x)=In(1+¢* .
n en déduit que Vx e (x)=In(1+e )+1+ex



1°) On considéere la fonction f : x — ZL définie sur R.
2x° +1

Déterminer I’expression d’une primitive F de f sur R.
1 ) -
F(x)= ZIn(Zx +1) (une seule égalité)

L’expression de f peut s’écrire f (x) = %x 5 ix h
X° +

Onadonc f =%><u— oul u est la fonction X — 2x?+1.
u

Une primitive de f sur R est donc la fonction F =%In\ ul.

L’expression de F s’écrit F(x) =%In‘ 2x%+1 ‘ .

Comme I’expression 2x*+1 est toujours strictement positive, on peut remplacer les barres de valeur absolue par des

parentheses.
On en déduit que Vxe R F(x) =%In(2x2 +1).

2
2 +1 définie sur R”.

2°) On considéere la fonctiong : x +—

Déterminer I’expression d’une primitive G de g sur ]0; + o[ .
G(x)=x*+Inx (une seule égalité)

Pour déterminer une primitive de g, on effectue une réécriture de son expression. On sépare en deux :
2x%+1 2x% 1
=—+

X X X

vxeR" g(x)=2x+§

Une primitive G de g sur ]0; + oo est donc la fonction définie par G(x)=x*+In| x| ou encore G(x)=x*+Inx

(car ¥xe]0;+o[ x>0 donc la présence de barres de valeur absolue est inutile).

La réécriture f (x) =e*xe® fait apparaitre la forme u'xe" ol u est la fonction définie par u(x) =e.

Une primitive de f sur R est donc la fonction e".

2°) On consideére la fonction g : x — e?*¢" définie sur R.
En observant que pour tout réel x, ona: g(x)= [e* xe® +e* x(ex xe® )}— f (x), déterminer I’expression d’une

primitive G de g sur R.
G(x)=¢e*xe* —e” ou G(x)=e" (ex —l) (une seule égalité)

On considére d’abord I’expression e*xe®" +e* x(ex xe® ) .
Celle-ci est de la forme u'(x)xv(x)-+u(x)xv'(x) ol u et v sont les fonctions définies par u(x)=e* (comme au
1°)) et v(x) = e (par la dérivée d’une composée, on a bien v'(x)=¢e" xe%).

Une primitive de la fonction x — e* xe® +¢* x(ex xe® ) est donc la fonction x — e* xe® .

On a par ailleurs déterminé I’expression d’une primitive F de la fonction f a la question 1°).

Une primitive de g sur IR est donc la fonction G définie par G (x)=e*xe* —F(x)=¢*xe* —e* =¢” (ex -1).

V.

1°) On consideére la fonction f : x — e**¢" définie sur R.

En observant que pour tout réel x, ona: f (x) =e*xe® | déterminer I’expression d’une primitive F de f sur R.

F(x)=e" (une seule égalité)

V.

On considére la fonction f : X — sin xx (1— 2cos x)3 définie sur R.

Déterminer I’expression de la primitive F de f sur R telle que F(Z—;j =1.

(1-2cos x)4

F(x)= s —1 (une seule égalité)

On pense & la forme u'u".
On pose u(x)=1-2cosx. Onaalors u'(x)=2sinx.
On peut écrire f =%>< u'xu® (on a une constante d’ajustement).

4 4
Les primitives de f sur R sont les fonctions F=%xu7+k (k eR) soit F=%+k (keR).

(1-2cosx

4
Les primitives de f sur R sont les fonctions F : x — 8 ) +k (ke ]R) .

On cherche k tel que F(Z—;j =1 (1).



(1 ) znj“ On remplace I’expression de t' en fonction de t donnée par I’équation (3) dans I’équation (1).
—2c0s—
1) = NI |
8 (1) donne alors 2+2t =—1+3(1+t) (1).
4
1+1 ' =—
©( ) +k=1 (car cosl=_1) (1) & 2+2t=—1+3+3t
8 2 & 2=2+2t
24 S t=0
& —+k=1
8
(3) donne alors t'=1.
< 2+k=1
On reprend I’équation (2) en remplacant tpar Oet t' par 1.
s k=-1
D’une part, —1+t=-1+0=-1. D’autre part, —2+t'=—2+1=-1.
(1_ 2608 x)4 Ainsi, I’équation (2) est vérifiée pour t=0et t'=1.
La primitive cherchée est la fonction F : x — T_l'
Le systéme formé par les équations (1), (2), (3) admet donc le couple (0;1) pour solution.
VI. On remplace t par 0 dans le systéme d’équations paramétriques de D.
Dans I’espace muni d’un repere (O, i, ], IZ), on considere les droites D et D' définies par les systemes d’équations X, =2
X=24 0t K= —143t" On obtient <y, =—1d’ou 1(2;-1;1).
paramétriques suivants : D < y=—1+t (teR); D' <y=—2+t" (teR). z,=1
z=1+t z=t'

3°) Déterminer un systeme d’équations paramétriques du plan P défini par les droites D et D'.

1°) On note A et B les points d’intersection respectifs de D et D' avec le plan (sz) .

6(2 ;1;1) est un vecteur directeur de D.
Déterminer les coordonnées de A et de B. On donnera les résultats obtenus apres recherche au brouillon.

A(4:0:2) B(5:0;2) v(3;1;1) est un vecteur directeur de D".

Le plan (xOz) a pour équation y =0. Un repére de P est donc (I, u, v).

y, =0 donc le paramétre t du point A sur D vérifie —1+t =0 ce qui donne immédiatement t =1. X=2+20+3
Un systéme d’équations paramétriques de P s’écritdonc 4y =—1+0a+f ((oc iB)e Rz) .
On reporte cette valeur dans les équations paramétriques afin de déterminer les autres coordonnées de A. z=1+a+P

On obtient x, =2+2x1=4 et 7, =1+1=2. 4°) Déterminer sans justifier un systeme d’équations paramétriques du plan P' passant par O et parallele a P.

On procede de la méme maniére pour les coordonnées de B. X=20+3p
' _ . 2
2°) Démontrer que D et D' sont sécantes et déterminer les coordonnées de leur point d’intersection I. P'iy=oa+p ((0‘ B)eR ) :
z=0+p

2+2t=-1+3t" (1)
Onrésout le systéme < —1+t=—2+t" (2).
l+t=t' (3)

Il s’agit d’un systeme de trois équations a deux inconnues.

On va d’abord le systéme formé par les équations (1) et (3).



5°) Déterminer les coordonnées du point d’intersection J du plan P et de I’axe (Oz).

-y . S x=0 I . .
L’axe (Oz) est caractérisé par le systéme d’équations { 0 donc pour déterminer les coordonnées de J, on résout

2+20+38=0 (1)

le syste .
& systeme {—l+a+[3=0 (2)

Il s’agit d’un systeme linéaire de deux équations a deux inconnues.
Son déterminant est non nul. 1l admet donc un unique couple solution.
(2) donne a=1-B (2.

En remplagant dans (1), on obtient 2+2(1-B)+33=0 (1).

(1) < 4+p=0
& p=-4

(2") donne alors o.=5.

On remplace alors o et B par les valeurs trouvées dans les équations paramétriques qui définissent P.

X, =0
On obtient y, =0 dou J(0;0;2).
z,=2



