Fiche sur les nombres premiers

|. Généralités

1°) Définition

On dit gu’un entier naturel eptemier s’il admet exactement deux diviseurs dainsl et lui-méme.

2°) Remarque
0 et 1 ne sont pas premiers.

3°) Propriété

Soitn un entier naturel tel que> 4.
nnon premiek= n=pq avecp=>2 etq>2

4°) Propriété (un test de primalité)

n est un entier naturel supérieur ou égal a 4.
Sin n’est divisible par aucun nombre prenpeael que2 < p< Jn, alorsn est premier.

En pratique, pour déterminer si un entier natarest premier, il suffit de disposer de la liste dembres
premiersp,, p,, ..., P, inférieurs ou égaux &n.
Si aucun des entierg,, p,, ..., p, ne divisen, alorsn est premier.

5°) Propriété

L’ensemble des nhombres premiers est infini.

II. Propriétés

1°) Propriété 1

Deux nombres premiers distincts sont premiers enixe

2°) Propriéeté 2

Tout nombre premigu est premier avec ses prédécesseurs entiers satorehuls -1, p—2,
p-3...2,1).




3°) Propriété 3

Soitp un nombre premier.
Soita un entier relatif.

e Sipdivisea, alorsPGCD(a ;p)=p.
e Sip ne divise pas, alorsPGCD(a ;p)= 1.

1 sip/|a
PGCD(a ;p) =
> p sipla

4°) Propriété 4

Soitp un nombre premier.
Soita un entier relatif.

p est premier avea@ si et seulement gp ne divise pas.

Corollaire :

Soitp un nombre premier.

p est premier avec tous les entiers qui ne sont pasiltiples dep.

5°) Propriété 5

Soitp un nombre premier.
Soita etb deux entiers.

plab<plaoup]|b

I1l. Décomposition en produit de facteurs premiers

1°) Théoreme

Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 est prenair ou produit de nombres premiers.
Cette decomposition en produit de facteurs prenastrsinique a I'ordre prés des facteurs.

2°) Autre formulation

Pour tout entier naturei > 2, on peut écriren= p, x p,*2x...x p,* ou :
P, P,, ..., p, désignent des nombres premiers deux a deux dsstinc
o,, o,, ...a, désignent des entiers naturels ;

Cette écriture est unique a I'ordre pres de fasteur




Avec ces notations, I'ensemble des diviseurs presen est{p,, p,, ..., p, } -

3°) Pratique de la décomposition

IV. Condition nécessaire et suffisante de divisikité a 'aide de la décomposition en facteurs premis

1°) Propriété

Soita etb deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.

b | a si et seulement si tout facteur premier figuraarigila décomposition defigure aussi dans celle de
avec un exposant supérieur ou égal a celui qadres la décomposition de

2°) Diviseurs positifs d’'un entier naturel a I'aidede la décomposition en facteurs premiers

n est un entier naturel dont la décomposition etetas premiers s’écrih= p, x p,*? x...x p,* ou
¢ P, P,,... P sontdes nombres premiers deux a deux distincts ;
¢ a,, O,,... a, sont des entiers naturels non nuls.

Les diviseurs positifs de sont tous les entiers de la fornpd: x p,”2x..x p* avecO<B, <a,, 0<B, < a,,
. 0<B, <.

3°) Nombre de diviseurs positifs d’un entier naturésupérieur ou égal a 2

Sin=p“xp,2x..xp", les p étant des nombres premiers deux a deux distihtds e, étant des entiers
naturels, le nombre de diviseurs entiers posigfa dst égal o, +1)x (o, +1)x ..x (o, + ).

V. PGCD et PPCM a l'aide de la décomposition en fésurs premiers

1°) Formules

On considére deux entiers natur@istb tels quea= p™ x p,*2x...x p,* etb=p™x p,*>x..x p* ou:
P, P,, ..., p, désignent des nombres premiers deux a deux dsstinc

o,, o,, ...a, désignent des entiers naturels ;

B,, B,, ...B, désignent des entiers naturels.

Attention, certains entiers parmi les ou lesp, peuvent étre nuls.

PGCD(a b)= p/" x p,”>x ..x p," en posant; =min(c, ;B;) pour tout entiet tel que Ki<r.

<
PPCM(a ;b)=p*x p,”x ..x p, en posanb, =max(a; ;B;) pour tout entier tel que Ki<r.

Le PPCM de etb est égal au produit des facteurs premiers intenviedans les deux décompositionsad
b, chacun étant élevé au plus grand exposant agaellé figure dans la décomposition detb.




3°) Décomposition en facteurs premiers et nombreg@miers entre eux

¢ Propriété [condition nécessaire et suffisante pouue deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2
soient premiers entre eux] :

Deux entiers supérieurs ou égaux a 2 sont preraigre eux si et seulement si leurs décompositions e
facteurs premiers font intervenir des nombres peesrdifférents.

e Formulation équivalente 1 :

Deux entiers supérieurs ou égaux a 2 sont prerargre eux si et seulement si aucun facteur preauier
intervient dans la décomposition de I'un n’intentidlans la décomposition de l'autre.

e Formulation équivalente 2 :

Deux entiers supérieurs ou égaux a 2 sont prerargre eux si et seulement si ils n'admettent awrun
diviseur premier commun.

e Conséquence :

Deux entiers supérieurs ou égaux a 2 ne sont pasigns entre eux si et seulement si ils admettewliviseur
premier commun.

e Généralisation :

Des entiers naturels supérieurs ou égaux a 2 (@bmeofini) sont premiers entre eux dans leur ensesitet
seulement si ils n'ont aucun diviseur premier commu

4°) Retour sur la détermination du PGCD de deux emgérs naturels a partir de leur décomposition en
facteurs premiers

On considere deux entiers natur@kstb supérieurs ou égaux a 2.

1% cas :a etb n’ont aucun facteur premier commun
Dans ce cas, le PGCD detb est égal a 1.

2° cas :a etb ont au moins un facteur premier commun
Dans ce cas, le PGCD detb est égal au produit des facteurs premiers commuxisiécompositions deet
b, chacun étant élevé au plus petit exposant ageeld figure dans la décomposition detb.

Autrement dit, pour déterminer le PGCD de deuxegathaturels supérieurs ou égaux a 2 :
- On effectue leurs décompositions en facteurs f@msm
- On regarde s'il y a des facteurs premiers quasgipsent dans les deux décompositions.
- Si oui : on écrit les facteurs premiers communs ;

on leur affecte le plus petit expusgui apparait dans les deux décompositions ;

on effectue le produit.

- Si non : on écrit directement que le PGCD vaut 1.




VI. Petit théoréme de Fermat

1°) Petit théoréme de Fermat

p est un nombre premier @est un entier non divisible ppr
Alors aP™* -1 est divisible pap c’est-a-direa® "= 1 (mod.p).

2°) Corollaire du petit théoréme de Fermat

p est un nombre premier.
VaeZ a’=a (mod.p)

VII. Condition nécessaire et suffisante pour qu’urentier naturel supérieur ou égal a 2 soit un carré
parfait ou un cube parfait a partir de sa décomposion en facteurs premiers

e Un entier naturel supérieur ou égal a 2 est urégaarfait si et seulement si tous les exposansade
décomposition en facteurs premiers sont pairs.

e Un entier naturel supérieur ou égal a 2 est ue paofait si et seulement si tous les exposansade
décomposition en facteurs premiers sont des meidtige 3.

On peut généraliser a d’autres exposants.




