TS1 et TS3 spe | Devoir pour le lundi 19 septembre 2016

La totalité du devoir doit tenir sur une copie simple recto-verso.

Les nombres parfaits

On appelle nombre parfait un entier naturel non nul qui est la somme de tous ses diviseurs positifs', sauf lui-
méme. Par exemple, les diviseurs positifs de 28 sont 1, 2,4, 7, 14 et 28 ; or 1+2+4+7+14 =28 donc 28 est
un nombre parfait.

1°) Trouver le nombre parfait inférieur a 20 (il y en a exactement un).

2°) Vérifier que 496 est un nombre parfait (c’est le troisieme nombre parfait, aprés celui qu’on a trouveé a la
question précédente, qui est le premier, et 28, qui est le deuxieme). Pour trouver les diviseurs positifs de 496, il
pourrait étre utile de le décomposer en facteurs premiers ou d’utiliser le programme de la calculatrice.

3°) Dans le chapitre IX de ses Eléments, Euclide écrit :

"Edv 4nd povadog 6mocotodv apidpol éEficéxteddoty £v Tij Simhociovi dvodoyig, Encod 6 chpag cuviedeig
TPATOG YEVNTAL, Kol O GUUTOG €Ml TOV Eox0ToV ToAAATANG10G0ELG TOlH| Tval, O YEVOUEVOG TEAELOC EGTOL.

a) Traduire le texte en frangais.
b) En fait, on donne la traduction frangaise :

Si autant de nombres que I’on veut, en commencant par I’unité, sont obtenus avec une suite a double
proportion jusqu’a ce que la somme de tous devienne un nombre premier, et si on forme un nombre en
multipliant cette somme par le dernier nombre de cette somme, alors ce produit sera un nombre parfait.

Ce qu’Euclide appelle une suite « a double proportion », c’est une suite de nombres entiers ou chaque terme est
le double du précédent ; par exemple la suite 1, 2, 4. Il s’agit en fait d’une suite géométrique de raison 2.

Dans cet exemple, la somme de tous les termes vaut 1+2+4 =7, qui est un nombre premier. Le texte des
Eléments nous apprend alors qu’en multipliant cette somme par son dernier terme le résultat est un nombre
parfait. Ici, on obtient 7x4 =28, qui est effectivement un nombre parfait, comme on I’a Vérifié au debut de ce
probléme.

En utilisant ce résultat, trouver le quatriéme nombre parfait (on utilisera une suite « a double proportion »
commengant par 1, 2, 4).

! Remarquer qu’on dira dans ce probléme « diviseurs positifs » pour dire « diviseurs entiers naturels » ou
« diviseurs strictement positifs » ou ce qui revient au méme « diviseurs positifs ou nuls » puisque nous nous
intéressons a un entier naturel non nul.



4°) Somme des inverses des diviseurs positifs d’un nombre parfait
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a) En réduisant au méme dénominateur tous ces termes, calculer lasomme® =+=+=—+=+—+—.
1 2 4 7 14 28
Le 2 en hauteur indique une note en bas de page et non un carré !

b) Vérifier que la somme est la méme pour les trois autres nombres parfaits trouvés dans les questions
précédentes.

c) Quelle conjecture peut-on faire sur la somme des inverses de tous les diviseurs positifs d’un nombre parfait ?

Remarque complémentaire : On peut montrer que la méthode donnée dans les Eléments d’Euclide permet de
trouver tous les nombres parfaits pairs ; ceux-ci sont les nombres de la forme 2"* x(2“ —1) , OU n est un entier
naturel tel que 2" —1 soit premier. Les nombres premiers de la forme 2" —1 sont appelés nombres de Mersenne,

du mathématicien francais Marin Mersenne (1588-1648), qui les a étudiés. On ne connait pas, a ce jour, de
nombres parfaits impairs, et on ne sait pas s’il en existe.

2 Remarquer qu’on prend ici la somme de tous les diviseurs positifs du nombre 28, méme lui-méme,
contrairement aux questions précédentes.



Corrigée du DM pour le 19-9-2016

On appelle nombre parfait un entier naturel non nul qui est la somme de tous ses diviseurs positifs', sauf lui-
méme. Par exemple, les diviseurs positifs de 28 sont 1, 2,4, 7, 14 et 28 ; or 1+2+4+7+14 =28 donc 28 est
un nombre parfait.

1°) Trouver le nombre parfait inférieur a 20 (il y en a exactement un).
D *(6)={1;2;3;6}
1+2+3=6 donc 6 est un nombre parfait.

L’ unique nombre parfait inférieur a 20 est 6.

2°) Vérifier que 496 est un nombre parfait (c’est le troisieme nombre parfait, aprés celui qu’on a trouve a la
question précédente, qui est le premier, et 28, qui est le deuxieme). Pour trouver les diviseurs positifs de 496, il
pourrait étre utile de le décomposer en facteurs premiers ou d’utiliser le programme de la calculatrice.

1°® méthode :

On cherche la décomposition de 496 en facteurs premiers :
496 = 2x 248

248 =2x124

124 =2x62

62=2x31

31=31x1

Donc 496 =2"x31.

496 a donc 10 diviseurs positifs que 1’on obtient grace a I’arbre ci-dessous.
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D "(496)={1;2;4;8;16;31;62;124; 248 ; 496}
2° méthode :

On utilise le programme de la calculatrice.

Vérifions que le nombre 496 est un nombre parfait.
1+2+4+8+16+31+62+124 + 248 = 496

Donc 496 est un nombre parfait.

3°) Dans le chapitre IX de ses Eléments, Euclide écrit :

"Edv 4nd povadog 6mocotodv apidpol éEficéxteddoty £v T Simhociovi dvodoyig, Encod 6 cOpag cuviedeig
TPATOG YEVNTAL, KOi O GUUTOG €Ml TOV Eox0TOoV TOAAOTANG10G0ELG TOlH| Tval, O YEVOUEVOG TEAELOC EGTOL.

a) Traduire le texte en frangais.



b) En fait, on donne la traduction frangaise :

Si autant de nombres que I’on veut, en commencant par I’unité, sont obtenus avec une suite a double
proportion jusqu’a ce que la somme de tous devienne un nombre premier, et si on forme un nombre en
multipliant cette somme par le dernier nombre de cette somme, alors ce produit sera un nombre parfait.

Ce qu’Euclide appelle une suite « a double proportion », ¢’est une suite de nombres entiers ou chaque terme est
le double du précédent ; par exemple la suite 1, 2, 4. Il s’agit en fait d’une suite géométrique de raison 2.

Dans cet exemple, la somme de tous les termes vaut 1+2+4 =7, qui est un nombre premier. Le texte des
Eléments nous apprend alors qu’en multipliant cette somme par son dernier terme le résultat est un nombre
parfait. Ici, on obtient 7x4 =28, qui est effectivement un nombre parfait, comme on I’a Vérifié au debut de ce
probléme.

En utilisant ce résultat, trouver le quatriéme nombre parfait (on utilisera une suite « a double proportion »
commengant par 1, 2, 4).

! Remarquer qu’on dira dans ce probléme « diviseurs positifs » pour dire « diviseurs entiers naturels » ou
« diviseurs strictement positifs » ou ce qui revient au méme « diviseurs positifs ou nuls » puisque nous nous
intéressons a un entier naturel non nul.

Déterminons le quatriéme nombre parfait (avec la suite a double proportion).
1+2+4+8+16+32+64 =127

127 est un nombre premier et 127 x64 =8128.

Donc 8128 est un nombre parfait.

4°) Somme des inverses des diviseurs positifs d’un nombre parfait
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a) En réduisant au méme dénominateur tous ces termes, calculer la somme? 1+E+_+_+

—+—.
4 7 14 28
Le 2 en hauteur indique une note en bas de page et non un carré !
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b) Vérifier que la somme est la méme pour les trois autres nombres parfaits trouvés dans les questions
précédentes.

e Calculons la somme des inverses des diviseurs positifs du nombre parfait 6.

11116 3 21
—+—F—t—=—+—F—+—=—=2
1 2 3 6 6 6 6 6 6



e Calculons la somme des inverses des diviseurs positifs du nombre parfait 496.

11111 1 1 1 1 1 496 248 124 62 31 16 8 4 2 1

S S bt ——=——f—+——f—F——t——F——+——F——+

1 2 4 8 16 31 62 124 248 496 496 496 496 496 496 496 496 496 496 496
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eCalculons la somme des inverses des diviseurs positifs du nombre parfait 8128.

D "(8128)={1;2;4;8;16;32;64;127; 254 ;508;1016 ; 2032 ; 4064 ; 8128}

1111111 1 1 1 1 1 1 828404 20 106 58 4 127 4 R 16 8 4 2 1
ettt —t—t—t—F+—+— =+ +——F+—+—+—F+———+——+———+——
24816 3 6417 54 58 1016 02 4064 8128 8128 8128 8128 8128 8128 8128 8128 8128 8128 8128 8128 8128 8128 8128

=

1 1 1 1 1 1 1 1 1 16252
F—t—t— + + + + + =
32 64 127 254 508 1016 2032 4064 8128 8128
1 1 1 1 1 1 1 1 1
t—+— + +— + + + =
16 32 64 127 254 508 1016 2032 4064 8128
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c) Quelle conjecture peut-on faire sur la somme des inverses de tous les diviseurs positifs d’un nombre parfait ?

On peut conjecturer que la somme des inverses de tous les diviseurs positifs d’un nombre parfait semble étre
égale a 2.

Ce résultat est assez facile a démontrer pour les nombres parfaits obtenus selon le principe donné dans les
Eléments d’Euclide.

Remarque complémentaire : On peut montrer que la méthode donnée dans les Eléments d’Euclide permet de
trouver tous les nombres parfaits pairs ; ceux-ci sont les nombres de la forme 2"* x(2“ —1) , OU n est un entier
naturel tel que 2" —1 soit premier. Les nombres premiers de la forme 2" —1 sont appelés nombres de Mersenne,

du mathématicien francais Marin Mersenne (1588-1648), qui les a étudiés. On ne connait pas, a ce jour, de
nombres parfaits impairs, et on ne sait pas s’il en existe.

2 Remarquer qu’on prend ici la somme de tous les diviseurs positifs du nombre 28, méme lui-méme,
contrairement aux questions précédentes.



