TS1 Controéle du mardi 5 avril 2016 E

(50 minutes)

Note : ........ / 20

Prénom et NOM & ..o e e e e

I. (4 points : 1°) 1 point ; 2°) 1 point ; 3°) 2 points)
Un livreur a promis de passer chez un client entre 10 h et 11 h. On suppose que la probabilité de son passage est

uniformément répartie.
Soit X la variable aléatoire égale au temps en heures écoulé aprés 10 h. On suppose que X suit la loi uniforme sur

Iintervalle [0;1].
On donnera tous les résultats sous la forme de fractions irréductibles.

1°) Quelle est la probabilité qu’il arrive avant 10 h 10 min ?
............... (un seul résultat sans égalité)

2°) Quelle est la probabilité qu’il arrive entre 10 h 20 min et 10 h 40 min ?

............... (un seul résultat sans égalité)

3°) Sachant que le client a attendu le livreur 15 minutes, quelle est la probabilité qu’il arrive dans les dix prochaines
minutes ?

............... (un seul résultat sans égalité)

1. (5 points : 1°) 2 points ; 2°) 3 points)

Soit C un quart de cercle de centre O de rayon 1. On note A et B ses extrémités.
Soit M un point au hasard choisi sur C. On note H et K les projetés orthogonaux de M respectivement sur (OA) et
sur (OB).

o H A
Ne rien écrire sur la figure.

On note 6 la mesure en radians de I’angle AOM et I'on admet que le choix de M au hasard sur le cercle C peut étre

modélisé par le choix de 6 au hasard dans I’intervalle [O ; ﬂ .

1°) Démontrer que I’aire du rectangle OHMK est donnée par A, =———

~&

2°) Calculer la probabilité que I’aire de OHMK soit inférieure ou égale a

111. (6 points)

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O,T, ]) onnote C la courbe d’équation y = 2 o0 a est un réel tel que
X

0<a<2.0n considére les points A(1;0), B(2;0), C(2;1), D(1;1).

La courbe C partage le carré ABCD en deux parties.

On note Z la partie du carré située dans le carré en dessous de la courbe C.

Calculer I'aire de Z en fonction de a. On distinguera deux cas : 0 <a <1 (graphique 1) et 1<a <2 (graphique 2).
11 est demandé de ne rien écrire sur les graphiques.



C ‘ } IV. (5 points : 1°) 1 point ; 2°) 2 points ; 3°) 1 point + 1 point)
1 1 ‘
| |
-1 S I I? ‘ L On consideére la fonction f définie sur I'intervalle 1=[1;9] par f(x)= o
X
1°) Démontrer que f est une densité de probabilité sur I.
i i o L e
© i Al B0 i Al B
! | | ! | |
Graphique 1 Graphique 2

2°) Dans la suite de I’exercice, on considére une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé (€, P)
admettant f pour densité de probabilité.
............................................................................................................................................. Déterminer leréel ac |l tel que P(X >a)=P(X<a).

............................................................................................................................................................ (une Seule égallté)

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 3°) Calculer I’espérance mathématique et la variance de X (valeurs exactes).



Corrige du contréle du 5-4-2016

Un livreur a promis de passer chez un client entre 10 h et 11 h. On suppose que la probabilité de son passage est
uniformément répartie.

Soit X la variable aléatoire égale au temps en heures écoulé aprés 10 h. On suppose que X suit la loi uniforme sur
Pintervalle [0;1].

On donnera tous les résultats sous la forme de fractions irréductibles.

1°) Quelle est la probabilité qu’il arrive avant 10 h 10 min ?
1 . olis
5 (un seul résultat sans égalité)
2°) Quelle est la probabilité qu’il arrive entre 10 h 20 min et 10 h 40 min ?

1 . PR
3 (un seul résultat sans égalité)

3°) Sachant que le client a attendu le livreur 15 minutes, quelle est la probabilité qu’il arrive dans les dix prochaines
minutes ?

2 . e
3 (un seul résultat sans égalité)

Solution détaillée :
On note X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur I’intervalle [O ;1].

On convertit toutes les durées en heures.

1°) 10 min =E
60

o(xe)-d
6) 6

2°) 20 min =% h et 40 min=

o(lex<2)-L
3) 3

h=1h
6

h

w| N

3

3°) On convertit les durées en heures : 15 min =§ h et 25 min =£ h.

o lg® 5
60 4 60 12

Soit C un quart de cercle de centre O de rayon 1. On note A et B ses extrémités.
Soit M un point au hasard choisi sur C. On note H et K les projetés orthogonaux de M respectivement sur (OA) et
sur (OB).

o H A
Ne rien écrire sur la figure.



On note 0 la mesure en radians de I’angle AOM et I'on admet que le choix de M au hasard sur le cercle C peut étre .

. . . T
Elisé hasard dans I’intervall = . R . - . . N .
modelisé par le choix de 6 au hasard dans ervatle [O’ 2} Dans le plan muni d’un repere orthonormé (O, i, J), onnote C la courbe d’équation y = 2 ol aest un réel tel que
X

0<a<2.0n considére les points A(1;0), B(2;0),C(2;1), D(1;1).

A Né i . sin26
1°) Démontrer que I"aire du rectangle OHMK est donnée par A, == La courbe C partage le carré ABCD en deux parties.
On note Z la partie du carré située dans le carré en dessous de la courbe C.
A = OHxOK Calculer I'aire de Z en fonction de a. On distinguera deux cas : 0 <a <1 (graphique 1) et 1<a < 2 (graphique 2).
=C0s0xsin0 ¢ : i
D C
_sin20 o S ‘ .
2
2°) Calculer la probabilité que I’aire de OHMK soit inférieure ou égale a @ ) ) T
On cherche les réels 6 de I’intervalle [0 ; g} tels que Ak < ? 1.
o 7 Al ' B o 7 Al ''B
| | | |
I est important de remarquer que 6 e [0 ; ﬂ donc 26 €[0; n].
Graphique 1 Graphique 2
11 est demandé de ne rien écrire sur les graphiques.
sin20 <3
(1) & <—
2 4
Calculons I"aire A de Z.
. 3
®5'”29<7 1" cas: 0<a<l 2°cas:l<a<?
n o 2 On décompose la zone Z en deux.
< 0<20< = 0ou —<20<n (résolutiona I’aide du cercle trigonométrique) A :.[ 2 ix
8 8 1 X En effet, la courbe C coupe la droite (CD) au point E d’abscisse a (calcul évident en
s 0<0<toutcogct
6 3 2

2 résolvant I’équation a =1).
1 X
=a| —dx
L X

On note F le point de coordonnées (a; 0).

P[AOHMK<szp(ee[o;ﬂu[g;ﬂj ~a[Inx]’ 2
A =AAFED+.[ 2 g

a

=aln2 u.a.

= Gn +-2 3 (formule de la probabilité d’un intervalle pour la loi uniforme sur [O;ﬂ) =(a-1)x1+a[ln x]j

=a-1+aln2-alna u.a.

. 2
Onaaussi: A =a—-1+aln= u.a
a




V. (1) & P(X<a)=1-P(X<a)

On considére la fonction f définie sur I"intervalle 1=[1;9] par f(x)= 8% . & 2P(X<a)=1

1°) Démontrer que f est une densité de probabilité sur I.

o f définie et continue sur I’intervalle | (car c’est la restriction d’une fonction polyndme a I’intervalle I).

o f est positive ou nulle sur I’intervalle | (c’est-a-dire f est & valeurs positives ou nulles). PN .[ f () dx _1
2
1
Eneffet, vxel x*>0 donc vxel iz>0.
8x 17" 1
R S p—— =
8l xJ, 2
e On calcule I’intégrale de f sur I.
9 9 9 = g(l_ljzl
f(x)dx=]| — dx 8 a) 2
. , 8x
& 1—1=g
_9[_1}9 a
8l x|, 1 5
& ==
a 9
& 9
8 9 S a=—
5
= —X—
3°) Calculer I’espérance mathématique et la variance de X (valeurs exactes).
=1

2
E(X):w ; V(X)=9—(gln3j
D’apreés les trois conditions précédentes, fest une densité de probabilité sur I. 4 4

2°) Dans la suite de I’exercice, on considére une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé (€, P)

admettant f pour densité de probabilité.
Déterminer leréel ac | telque P(X >a)=P(X<a).

a=18oua =% (une seule égalité)

On cherche leréel acl telque P(X>a)=P(X<a) (1).



e 9

=| € (x) dx-[E(X)]

o1

(formule de Koenig-Huyghens)
o9 2

= sz% dX—(LIrﬁj

J: 8x 4

9

2
N dx—(9|n3j
8 4

o1
:gx(g_l)_(glﬁjz
8 4
2
:gxg_(ﬁmﬁj
8 4

2
:9_(2E§j
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