TS1

Controle du mardi 5 janvier 2016
(50 minutes)

Il est demandé de ne rien écrire sur I'énoncé éomedes réponses attendues.

I. (2 points)

Pour tout entier naturel on posez, = (1— i\/é)

n

Exprimer\ z, \ en fonction den sous la forme la plus simple possible.

III. (2 points)

Pour tout nombre complexeon poseZ =3z+iz.
Démontrer que, pour tout nombre complexen a\ z K a\ z\ oua est une constante réelle positive (&
déterminer !).

Dans les exercicd¥ etV, le plan complex® est muni d’un repere orthonorr(@,ﬂ,\?).

II. (2 points)

Calculer le module du nombre compleze J2+2+ i(Z\/—Z— ]) Vérifier a I'aide de la calculatrice.

IV. (7 points : 3 points + 3 points + 1 point)

On note A et B les points ded’affixes respectives 3i et- 3.
Déterminer les ensemblds, E,, E, ainsi définis :

E={M(2)eP/|iz-3|=5} ; E,={M(2)eP/|1+i(2+3) |=2} ; E.={M(2) e P/|i2-3|=[1+i(2+3) ||
On rédigera complétement la recherche des enserblesE, et I'on donnera uniquement la réponse sans detaill
pour E;.



VI. (4 points : 1°) 1 point ; 2°) 2 points ; 3°) Jpoint)

Soit ABCDEFGH un cube.

............................................................................................................................................ 1°) Quel est le plan médiateur HEG] ? Répondre sans justifier.

V. (3 points : 1°) 1 point ; 2°) 1 point ; 3°) 1 pmt)

Pour tout nombre complexaon nul, on pose (z) =

N\‘I—‘

1°) Exprimer| f (z) | en fonction dd z|.



Corrigé du contrdle du 5-1-2016

l.
Pour tout entier nature| on posez, = (1— i\/é)n.
Exprimer\ z, \ en fonction den sous la forme la plus simple possible.

. n
| z,|=[1-1V3]

2 n

(el
-y

=2

* L'inégalité triangulaire pour les nombres commexdit quev (u;u’)e C® |u+u'|<|u |+ u'].

On l'applique ici avear =3z etu'=iz.

Dans les exercicd¥ etV, le plan complex® est muni d’un repéere orthonorr(lé,ﬁ,ﬁ).

Calculer le module du nombre compleze J2+2+ i(Z\/—Z— ]) Vérifier a I'aide de la calculatrice.

2] (V242 +(2/2- ¥’

N2t a2+ 4t 8 4l 2t

=15

On vérifie le résultat & I'aide de la calculatricemmande de calcul du module d’un nombre complexe)

Pour tout nombre complexeon poseZ = 3z+iz.
Démontrer que, pour tout nombre complexen a| Z |< a| z| otia est une constante réelle positive (&
déterminer !).

Ona:vzeC |Z|<|3z H ii‘ (inégalité triangulaire pour les nombres comed)
Doncvze C | Z|<|3z|+| iz| soitvzeC |Z|<3 z|+|z| (car|iz|=]i|x|z|=1x| z|=| z|).
On obtientvze C | Z|< 4| z|.

DoncvzeC | Z|<a|z|aveca=4 (on vérifie quea>0)

V.

On note A et B les points ded’affixes respectives 3i et 3.
Déterminer les ensemblds, E,, E, ainsi définis :

E={M(2)P/|iz-3|=5] ; E,={M(2) e P/[1+i(2+3)|=2} ; E,={M(2) e P/|iz-3 |=|1+i(2+3) ||.
On rédigera complétement la recherche des enserBblesE, et I'on donnera uniquement la réponse sans d#tail
pour E;.

La méthode consiste & écrire chaque module sdosne | z—w| olw est un nombre complexe de maniére a fair
apparaitre des distances.

On peut trés bien faire ce travail en dehors das/étgnces.

Soit M un point quelconque ded’affixe z

MeE & |iz-3|=5
& |i(z+3i)|=5
& |i]x| z+3i|=5

& 1x|z+3i|=5 (car|i|=1)

& | z+3i]=5
& |z-3i|=5
& |z-3i|=5
& AM =5

E, est le cercle de centre A et de rayon 5.



Soit M un point quelconque ded’affixe z
MeE, & |1+i(z+3)|=2

& |i(-i+2+3)|=2

& |i|x|-i+z+3]=2

& Ix|-i+2z+3|=2

& |z-i+3|=2

& |z-(i-3)]=2

< BM=2

E, estle cercle de centre B et de rayon 2.

Soit M un point quelconque ded’affixe z.

MeE, & |iz-3|=|1+i(z+3)]
< AM =BM (on reprend les calcufeetiiés pourE, et pourE,)
< MA =MB

E, est la médiatrice du segmd#B].

V.

N\‘I—\

Pour tout nombre complexznon nul, on pose (z) =

1°) Exprimer| f (z) | en fonction dd z|.

N 1 1 1
vzeC' | f(z):Z:Z:Z

2°) Déterminer 'ensemblE des points M du plaR, d'affixe z, tels quef (z) = z.
Soit M un point quelconque ded’affixe z (ZE (C*).

MeE & f(2)=z

o 7z=1

e |zf=1

&z]=1

< OM=1
DoncE est le cercle de centre O et de rayon 1.
3°) Calculer f [ f(2)] pourzeC'.

vzeC [f(2)]s e ===

s

Dans cette question, on détermine en fait la coépdsf avec elle-méme notééo f .

vzeC (fof)(z)=z

On peut dire quef o f est 'application identité d€”, notéeidck .

On peut écrire I'égalité fonctionnelle suivanté o f = id@ . On dit quéef est une application involutive d& dans

lui-méme.



VI.
Soit ABCDEFGH un cube.
On commence par faire une figure assez grandecauiilbn.

1°) Quel est le plan médiateur EEG] ? Répondre sans justifier.

Le plan médiateur du segment [EG] est le plan (FDB)
2°) Démontrer que les droites (DF) et (EG) sorttagbnales.

(FDB) est le plan médiateur du segment [EG] dor@)(&st orthogonale a (FDB).

Or si une droite est orthogonale a un plan aldesesit orthogonale a toutes droites de ce plan.
Or (DF) c (DBF).

Donc (DF) et (EG) sont orthogonales.

3°) Démontrer que les plans (DBF) et (BEG) sonppadiculaires.

(DBF) est le plan médiateur de [EG] donc (EG) eStagonale a (DBF).

De plus,(EG) = (BEG).

Or si une droite d'un plan est orthogonale a unegpian, alors les deux plans sont perpendiculaires
Donc (DBF) et (BEG) perpendiculaires.



