TS1 Controle du samedi 3 octobre 2015 E

(2 heures)

Note : ........ / 20

Prénom et NOM & . oo e e e

Il est demandé de ne rien écrire sur I’énonce en dehors des réponses attendues.

1. (4 points)
Déterminer les ensembles de solutions S, et S, respectifs des équations suivantes d’inconnue z e C.

2-1+i(2-2)=0 (1) ; 7' +72°+12=0 (2)

11. (4 points)

Déterminer les ensembles de solutions S, et S, respectifs des systémes suivants d’inconnue (z;z')e C’.

2z2+3z7'=8-i 72+2'=2
| ; 1
(){32—2':1+4i ( ){zz':S

111. (6 points)
A tout nombre complexe z, on assacie le nombre complexe z'=iz? +4z—4i.

1°) Onpose z=x+iy et z'=x"+iy' ol Xx,y, x', y' sont des réels.
Exprimer x' et y' en fonction de x et y.

2°) Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, \7).
Déterminer les ensembles E et F suivants :
o E est I’ensemble des points M de P d’affixe z tels que z' soit réel ;

o F est I’ensemble des points M de P d’affixe z tels que z' soit imaginaire pur.

On rédigera soigneusement en adoptant le modele ci-contre (ne rien écrire dans ce cadre de rédaction) :

Soit M un point quelconque de P d’affixe z.
On pose z = x+iy ou x ety sont des réels.

MeE & z2'eR
4

-~

Conclure :




1V. (4 points)

1°) On considére I’algorithme ci-dessous rédigé en langage naturel. On ne demande pas de le programmer sur
calculatrice.

Entrée :
Saisir n (entier naturel supérieur ou égal a 2)

Initialisation :

U prend la valeur g

Traitement :
Pour i allant de 2 a n Faire
-4

U prend la valeur SV
2U

FinPour

Sortie :
Afficher U

Faire fonctionner I’algorithme suivant « & la main » lorsque la valeur de n saisie en entrée est 4.
Ecrire uniquement la valeur de U affichée en sortie (valeur exacte).

............................. (un seul résultat, sans égalité)

2°) On consideére la suite (un) définie sur N* par son premier terme u, :g et telle que pour tout entier naturel

_5u,-4

n+l T

n=1,u

. Pour tout entier naturel n >1, on pose v, = u“—_; (on admettra que pour tout entier

n

naturel n>1,ona u, #2).
Démontrer que la suite (v, ) est une suite géométrique dont on précisera la raison.
2x3" -1

En déduire que, pour tout entier naturel n>1,0na: u, = 71

V. (2 points)

On construit une suite de triangles rectangles selon le principe O
indiqué sur la figure ci-contre. Ay
Pour tout entier naturel n>>2, on note L, la longueur de la ligne (7 IS A,

briste A/A,..A, . Autrement dit, L, =AA, +AA +..+A A,.

[]
0 1A
K=... Ag 5
1°) Compléter sans justifier I’égalité : L, = E .............................. o )
— Ne rien écrire sur la figure.

(les « grands » pointillés sont & compléter par une expression en fonction de k).

2°) Programmer la suite (Ln) dans la calculatrice et déterminer le plus petit entier naturel n tel que L, >100.

.............................. (une seule réponse, sans égalité, sans justifier)



Corrige du contrdle du 3-10-2015 "

Déterminer les ensembles de solutions S, et S, respectifs des systémes suivants d’inconnue (z;z')e cx

0 {22+3z':8—i ) (“){z+z':2
Déterminer les ensembles de solutions S, et S, respectifs des équations suivantes d’inconnue zeC . 3z-z'=1+4i z'=5
z-1+i(z-2)=0 1 ; 7' +722+12=0 2
(z-2) ) (2) S, = {(1+i52-1)) S, = {(1-21;1+2i); (1+2i;1-2i)}
S, =0 SZ:{Zi;—Zi;i\/§;—i\/§}
Systeme (1) :

11 s’agit d’un systéme linéaire.
Résolution de (1) :
Son déterminant est égal & — 11 donc il admet un unique couple solution.
On pose z=a+ib avec (a;b)e R -
On ne repasse surtout pas par les formes algébriquesde zet z'.

()& (a+ib)-1+i(a-ib-2)=0 La deuxiéme équation donne : z' =3z—(1+4i) (2').

< a+ib-1+ia+b-2i=0 On remplace dans la premiére équation.
& a+b-l+i(b+a-2)=0 22+3[3z-(1+4i)|=8-i (1)
a+b-1=0 (1) & 11z-3-12i=8-i
a+b-2=0
& 117 =11+11i
a+b-1=0
a+b-2=0 o z2=1+i
o Jath=l impossible (2') donne alors z' =3(1+i)—(1+4i)=2-i.
a+bh=2
Résolution de (2) : Systéme (11) :
On pose Z = z°. Il ne s’agit pas d’un systéme linéaire.
L équation (2) s'écrit: Z2 +7Z +12=0 (2). Les nombres z et z' ont pour somme 2 et pour produit 5.

On sait que deux nombres complexes de somme S et de produit P sont solutions de I’équation Z% —SZ +P =0.

(2") est une équation du second degré & coefficients réels. Son discriminant vaut 1. , . L ) L
Les nombres cherchés sont donc solutions de I"équation Z? —2Z +5=0 (R) (équation résolvante).

11 s’agit d’une équation du second degré a coefficients réels. Son discriminant réduit est égal 8 A'=—4.

2') apour racines — 4 et — 3. . S . .
(2) ap 3 A'<0 donc (R) admet deux racines complexes conjuguées Z,=1-2iet Z,=1+2i.

(2) & 2?=-40uz’=-3

& z=2iouz=-2iouz=iv3 ou z=-iv3



1.
A tout nombre complexe z, on associe le nombre complexe z'=iz? +4z—4i.

1°) Onpose z=x+iy et z'=x"+iy' ou x,y, x', y' sont des réels.
Exprimer x' et y' en fonction de x et y.

X'=4x=2xy ; y'=x>-y*-4y-4
2'=iz? +47-4i
:i(x+iy)2+4(x—iy)—4i
=i(X*—y? + 2ixy)+4(x—iy) - 4i
:4x—2xy+i(x2—y2—4y—4)
2°) Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, \7).

Déterminer les ensembles E et F suivants :
o E est I’ensemble des points M de P d’affixe z tels que z' soit réel ;

o F est I’ensemble des points M de P d’affixe z tels que z' soit imaginaire pur.

On rédigera soigneusement en adoptant le modeéle ci-contre :

E est donc la réunion des droites d’équations cartésiennes x+y+2=0 et x—y—-2=0.

Soit M un point quelconque de P d’affixe z.
On pose z=x+iy ou x ety sont deux réels.

MeF & z'eiR

< Rez'=0

< x'=0

& 4x-2xy=0

& 2x(2-y)=0

< x=0 ou 2-y=0
[ < x=0 ou y=2]

F est donc la réunion des droites d’équations x =0 et y=2.

Soit M un point quelconque de P d’affixe z.
On pose z =x+1iy ou x ety sont des réels.

MeE & z2'eR

&
&

Conclure :

Eest.ooooiiiiiiinne (ne pas parler du point M dans la conclusion)

Soit M un point quelconque de P d’affixe z.
On pose z=x+iy ol x ety sont deux réels.

MeE & z2'eR
< Imz'=0
< y'=0
o X -y -4y-4=0
& X (Y’ +4y+4)=0
RN xz—(y+2)2 =0
< [x+(y+2)][x-(y+2)]=0
S (x+y+2)(x-y-2)=0

< X+y+2=0 ou x-y-2=0

V.

1°) On considere I’algorithme ci-dessous rédigé en langage naturel. On ne demande pas de le programmer sur

calculatrice.

Entrée :
Saisir n (entier naturel supérieur ou égal a 2)

Initialisation :

U prend la valeur g

Traitement :
Pour i allant de 2 a n Faire

U prend la valeur SU-4
2U

FinPour

Sortie :
Afficher U

Faire fonctionner I’algorithme suivant « & la main » lorsque la valeur de n saisie en entrée est 4.

Ecrire uniquement la valeur de U affichée en sortie (valeur exacte).

% (un seul résultat, sans égalité)



Etape 1 2 3
i 2 3 4
5 17 53
Valeur de u 5XE_4—25_8—E 5X§_4—§x 4 _58 E_@ 26 _161
2><%—1 2x4 8 ZX%—]. 8 17-4 26 2><2—2—1 26 80 80

2°) On consideére la suite (u,) définie sur N™ par son premier terme u, =2 et telle que pour tout entier naturel

5u, — 4 u, -

. 1 .
n=1,u . Pour tout entier naturel n>1, on pose v, = —" > (on admettra que pour tout entier

Nl T

n
naturel n>1,ona u, #2).
Démontrer que la suite (v, ) est une suite géométrique dont on précisera la raison.
2x3" -1

En déduire que, pour tout entier naturel n>1,0na: u, = 71

. U —1
vneN v, =-"1
Uy, —2

n+.
Su,—4
2u, -1
5U, —4_2
2u,-1

1

5u, —4—(2u, —1)
_ 2u,-1
~ 5u,—4-2(2u, -1)
2u, -1

5u,-4-2u,+1
2u, -1

5u,-4-4u, +1
2u, -1

3u, -3

u, —2

Uy -1
u, -2

=3

=3xV,
On en déduit que la suite (v, ) est une suite géométrique de raison 3.

On sait donc que Yne N™ v, =v;x3"™".

On calcule le premier terme de la suite.
5
=1

2
5

v, = =3

On en déduit que YneN" v, =3".

vneN" 3" =u”7__; donc VneN" 3"(u, —2)=u, -1 (produit en croix).

Un

En développant le membre de gauche et arrangeant I’égalité, on obtient vne N” u, (3” —1) =2x3"-1.

On aboutit finalementa vneN" u, = 2;3 Il.
V.
On construit une suite de triangles rectangles selon le principe O
indiqué sur la figure ci-contre. Ay
9, e A
Pour tout entier naturel n>>2, on note L, la longueur de la ligne
briste A/A,..A, . Autrement dit, L, =AA, +AA; +..+A A,.
]
0 1A
A 5

1°) Compléter sans justifier I’égalité : L,= E ..............................

On applique le théoreme de Pythagore dans le triangle OA, A, , rectangleen A, .
Ona: A2 =0A,2~0A? soit AA, * =(k+1)° —k? donc A A, =2k+1.

On en déduit A A, ,; =2k +1.

k=n-1 k=n-1
L, = E AA, = E J2k+1

k=1 k=1

Autre réponse possible :

k=n
L, =Z\/2k -1
k=2



2°) Programmer la suite (L,,) dans la calculatrice et déterminer le plus petit entier naturel n tel que L, >100.

23 (une seule réponse, sans égalité, sans justifier)

On rentre la suite (L,) de la maniére suivante dans la calculatrice.

nMin =2
n-1
u(n)=Z\/2K+1
K=1

u(nMin)=

nMin = 2 car (L, ) est définie & partir de n>2.

u(nMin): > ne rien écrire



