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Contréle du mardi 14 octobre 2014
(50 minutes)

Prénom et NOM & ... i e e

1. (5 points : 1 point + 3 points + 1 point)

On consideére la suite (un) définie sur N par son premier terme u, =1 et par la relation de récurrence

3u,,, =2u, +4 pour tout entier naturel n.

1°) Sur le graphique ci-dessous, effectuer la construction des termes u,, u,, u,, Uy, u, (en faisant apparaitre
les traits de construction en pointillés).

I1. (2 points)

k=n

Pour tout entier naturel n, on pose S, = E (8><32k).
k=0

Donner une expression simplifiée de S en fonction de n.
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Pour tout entier naturel n, on pose Sn = 7(2|( )1, .......................................................................................................................................
+
k=0

1°) Calculer S; « a la main » (donner le résultat sous la forme d’une fraction irréductible). V. (2 points)

2
Sy =i A tout réel m on associe la fonction . : x— 2™ définie sur R \ {1}.
3 " 1

A pras . . . Calculer f_'(x) pour x e R\{1}. Donner une étape de calcul et le résultat final.
2°) Calculer S,, aI’aide de la calculatrice (valeur arrondie au centiéme). n'( ) P < { } P

Spp ® e (valeur arrondie au centiéme) i (X) = s rn

IV. (4 points) £ (X)) = e

On considére les fonctions f: x — vx? —x+1 etg: x — —%xz + x+% définies sur R.

Onnote C et C ' leurs courbes représentatives respectives dans le plan muni d’un repére (O, i, ]) V1. (2 points)

On considére les fonctions u : X +— 1—2x etv : x — 1—x? définies sur R.

1°) Démontrer que C et C ' passent toutes les deux par le point A(l;l). Justifier brievement. i . i . .
On note f la composée de u suivie de v et g la composée de v suivie de u (autrement dit: f =vou et

g=uoVv).
Exprimer f(x) et g(x) en fonction de x (une seule expression a chaque fois).

Donner les expressions développées réduites sans détailler les calculs.

2°) Démontrer que C et C ' ont la méme tangente au point A. On tachera de choisir la méthode la plus

astucieuse. VI1. (3 points)

On considére la fonction f : x — % définie sur R\ {}}
....................................................................................................................................... (3x —1) 3
Calculer f'(x), f"(x), f(S)(x) (une seule expression a chaque fois).



Corrigé du controle du 14-10-2014 Conelusion

On a démontré que la phrase P(O) est vraie et que si la phrase P(k) est vraie pour un entier naturel k, alors la
phrase P(k+1) est vraie.
Donc, d’aprés le théoreme de récurrence, la phrase P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

On considére la suite (un) définie sur N par son premier terme u, =1 et par la relation de récurrence
. 3°) Déterminer le sens de variation de (u,) en utilisant le résultat du 2°). On attend une explication rapide.

3u,,, =2u, +4 pour tout entier naturel n. n

1°) Sur le graphique ci-dessous, effectuer la construction des termes u,, u,, u,, Us, u, (en faisant apparaitre vneN u,,-Uu, = 4-u,

les traits de construction en pointillés). Or d’apres la question :;récédente ona:u <4
, ju, <4,

Donc vneN u,,, —u, >0.

On en déduit que (u, ) est strictement croissante (& partir de I’indice 0).

k=n

Pour tout entier naturel n, on pose S, = E (8><32k).
k=0

Donner une expression simplifiée de S en fonction de n.

k=n k=n
9n+l_1
S, =8x E 3% =8x E ok —gxT_———9gml_1
9-1
k=0 k=0

2°) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, ona: u, <4.

1.
Pour n e N, on définit la phrase P(n) tau, <4

k=n K
e . -1

Initialisation : Pour tout entier naturel n, on pose S, = ( ) .

< 2k +1

=0
Vérifions que la phrase P(O) est vraie.
On a u, =1 par définition de la suite. 1°) Calculer S; « a la main » (donner le résultat sous la forme d’une fraction irréductible).
Onau,<4.
D’ou la phrase P(O) est vraie. S =L6
® 105

Hérédité :

2°) Calculer S,, aI’aide de la calculatrice (valeur arrondie au centiéme).

Considérons un entier naturel k tel que la phrase P(k) soit vraie, c’est-a-dire u, <4.

. . N S, = 0,79 (valeur arrondie au centieme
Démontrons qu’alors la phrase P(k +1) est vraie, c’est-a-dire u,, <4. 2 ( )

A I’aide de la calculatrice (modéle T1), on obtient I’affichage : 0,7912113313 .
Ona: u, <4 par hypothése de récurrence.

Donc 2u, +4<12. Il n’existe pas de formule sommatoire pour S, .
On adonc 3u,,, <12.
D’oll u,,, <4 et par suite, la phrase P(k+1) est vraie.



V.

On considére les fonctions f: x — vx? —x+1 etg: x — —%xz + x+% définies sur R.

Onnote C et C ' leurs courbes représentatives respectives dans le plan muni d’un repére (O, i, ])

1°) Démontrer que C et C ' passent toutes les deux par le point A(l;l). Justifier brievement.

f(1)=v1®-1+1=1¢et g(1) Ll +1+% =1

4
Donc C et C ' passent toutes les deux par le point A(L;1).

2°) Démontrer que C et C * ont la méme tangente au point A. On tachera de choisir la méthode la plus
astucieuse.

On calcule les coefficients directeurs des tangentesen AaCet C .

f n’est pas une fonction rationnelle.

X2 —x+1> 0 pour tout réel x donc la fonction f est dérivable sur R.

2x-1

202 —x+1

La fonction g est dérivable sur R car c’est une fonction polyndme.

vxeR f'(x)=

vxeR g'(x):—%x+1

2x1-1

PN v

_1
2

g'(l)=—%xl+l=—%+1=

N

Donc f'(1)=g'(1).

Les coefficients directeurs des tangentes en Aa Cet C ' sont égaux donc les tangentes sont confondues.
On en déduit que C et C ' ont la méme tangente au point A.

V.

X2 +m

1 définie sur R\ {1}.

A tout réel m on associe la fonction f :x—

Calculer f,'(x) pour xeR\{1}. Donner une étape de calcul et le résultat final.

2x(x—1)—1><(x2 + m)
=

_x*-2x-m

(x-1)’

f,'(x)=

(%)

VI.

On considére les fonctions u : X — 1—2x et v : x — 1—x? définies sur R.

On note f la composée de u suivie de v et g la composée de v suivie de u (autrement dit: f =vou et
g=uoV).

Exprimer f(x) et g(x) en fonction de x (une seule expression a chaque fois).

Donner les expressions développées réduites sans détailler les calculs.

f(x)=4x-4x> ; g(x)=2x*-1
11 s’agit d’un calcul de composée et non d’une application de la formule de dérivation d’une composée.
f(x)=v[u(x)] g(x)=ulv(x)]

=1-(1-2x)’ =1-2(1-x%)
=4x—4x* =2x*-1

VII.

On considére la fonction f : x — 5

définie sur R\ {1} .
(3x-1) 3

Calculer f'(x), f"(x), f(S)(x) (une seule expression a chaque fois).

3240
(3x —1)6

Pour les exercices V et VII, I'application « Symbolic » ne marchait pas.



