On tire au hasard un réel dans l'intervdie2 ; 7].
Quelle est la probabilité que ce réel soit solutierf'inéquationx® — 2x—3< 0 ?

Dans un supermarché un jour de grande afflueadenips d’attente T a la caisse, en minutes, sUof |
uniforme sur l'intervalle [2 ; 20].

1°) Quelle est la probabilité pour que le tempstdige soit inférieur a un quart d’heure ?

2°) Quel est le temps d’attente moyen a la caisse ?

Un étang de péche est tres régulierement empaiésaorsqu’un pécheur met sa ligne a I'eau, le ®mp
d’attente T en minutes avant la premiere touchielalbi uniforme sur l'intervalle [0 ; 15].

1°) Quelle est la probabilité que ce temps d'agtesiit inférieur a 10 minutes ?

2°) Quelle est la probabilité pour que ce tempstetde soit supérieur & 30 secondes ?

3°) Quel est le temps moyen d’attente ?

[4] Soita etb deux réels tels qua<b.

La variable aléatoire X suit la loi uniforme dar; b].
On sait queP(X <3)=0,2 et P(X <4)=0,4.
Déterminer les réels eth.

Soit ABC un triangle rectangle isocéle en A tet B =1.
On note M un point au hasard sur le segment [AB].
Calculer la probabilité pour que l'aire du trian@iBIC soit inférieure ou égale a 0,25.

@ Un point M est choisi au hasard sur un demi-cedeleentre O, de rayon 1 et de diamétre [AB].

On noted la mesure en radians de I’angféﬁ/i .
1°) Exprimer I'aire du triangle AOM en fonction @e
2°) Quelle est la probabilité pour que I'aire de M@oit inférieure ou égale a 0,25 ?

X est une variable aléatoire qui suit la loi unifie sur I'intervalle0;1].

1°) DéterminerE(X).
2°) Interpréter le résultat du 1°) par une phrase.
3°) a) Quel est le role de I'algorithme ci-dess@us

Entrée :
Saisir N

Initialisation :
S prend la valeur 0

Traitement :
Pouri allant de 1 a NFaire

x prend la valeur d’'un réel aléatoire d40s 1]
S prend la valel8+ x
FinPour

T prend la valeu%

Sortie :
Afficher T

Recopier cet algorithme dans un cadre bien centréree méme page.

b) Peut-on prévoir approximativement le résultatstpffichera en sortie de I'algorithme pour deteuas de N
de plus en plus grandes ?

¢) Programmer cet algorithme sur calculatrice, frufaire fonctionner pour différentes valeurs defid de
vérifier le résultat de la question b).

On utilisera la commande de la calculatrice peramé¢it’obtenir un nombre au hasard dans I’interv[{)le][.

- Pour les calculatrices T1, appuyer sur la tochathfrpuis aller dans PRB ou PROB et choisir
21 : NbrAléat (ou 1 : rand).

N

Alice et le Chapelier se sont donné rendez-voeg &hLapin pour prendre un thé entre 17 h et 18 h.
Chacun d’eux a promis d’attendre I'autre un qudrédre, pas plus, et en aucun cas aprées 18 h. @hose
que les heures d'arrivée d’Alice et du Chapeliévent des lois uniformes sur l'intervalle [17 ; 18]n veut
trouver d’abord une estimation de la probabilitéAdjoe et le Chapelier se retrouvent, puis sa vakxacte.

1°) On considére I'algorithme suivant dans legasellariables A, C, D sont des réels.

Traitement :

A prend la valeur d’un réel aléatoire dans [0 ; 1]
C prend la valeur d’un réel aléatoire dans [0 ; 1]
D prend la valeuA - C

Sortie :
si|p|<t
4
Alors afficher « Le RDV a lieu »

Sinon afficher « Le RDV n’a pas lieu »
FinSi

Vérifier que cet algorithme permet de simuler umdez-vous (en abrégé : RDV).

b) Modifier I'algorithme en introduisant une bougleur effectuer d’'un seul coup un nombre N de sitiohs
et calculer la fréquence des RDV réussis.

Réécrire complétement I'algorithme dans un cadre.

¢) Programmer cet algorithme sur calculatrice.

On utilisera la commande de la calculatrice peramétt’obtenir un nombre au hasard dans intervidled| .

>

- Pour les calculatrices T, appuyer sur la touchathipuis aller dans PRB ou PROB et choisir
- 1: NbrAléat (ou 1 : rand).

d) Faire tourner le programme polir=500, N =1000, N =5000 et donner pour chacune de ces simulations

la valeur de la fréquence des RDV réussis.
e) Estimer alors la probabilité pour qu’Alice eQbapelier se rencontrent effectivement.

2°) A l'issue de I'algorithme, on a fait représeries RDV réussis par un point rouge de coordon(égg), ol
x est I'heure d’arrivée d’Alicey celle du Chapelier.

Les résultats obtenus sont donnés ci-dessous (gtepln nuage de points). Il est intéressant defiaokd
programme de la calculatrice afin de vérifier qigbtenir ce type de graphique.



(0] X

a) Justifier qu’un RDV réussi correspond a un poarttdes coordonnées (y) vérifient le systeme de
conditions (S) 17< x<18;17<y<18; x—% <y< X+%,'

b) Représenter 'ensemble des points du plan @sntdordonnées sont solutions de (S).
(On pourra ramener [17 ; 18] a [0 ; 1]).
c) Déterminer son aire et en déduire la valeur texde la probabilité que le RDV soit réussi.

[9] Erreur d'arrondi

1°) Soitx un nombre réel et sgitsa valeur arrondie a I'unité (voir rappel de ddéfinitions donné a la fin des
énonceés).

On rappelle que I'erreur d’arrondi est al@as x- y. Il s'agit un nombre positif ou négatif.

Déterminely ete pour chacune des valeurs suivantes de

x=4,23; x=3,6; x=4,004; x=3,999; x=4,499; x=3,5.

2°) On note X la variable aléatoire qui a tout t#él au hasard associe son erreur d’arrondi atéun

On admet que X suit la loi uniforme sur l'inteneaj-0,5;0,%.

On admettra que les résultats pour une variab&aité qui suit la loi uniforme sur un interva[la; b[

(a<b) sont les mémes que ceux donnés dans le coursipewrariable aléatoire qui suit la loi uniforme sur
lintervalle [a; b].

Calculer les probabilités suivantes :

P(X =0), P(X<0), P(Xe[-0,25;0,2§), P(| X |<0,1), P(| X |<0,01).

3°) Déterminer I'espérance mathématideiex).

Donner une interprétation concréte BEX) et en déduire que la valeur & X) était prévisible.

4°) Déterminer la varianc¥ (X).

On choisit un nombre au hasard dans l'intervdlle§].
On donnera les résultats des probabilités sousefoéunimale.

1°) Quelle est la probabilité que le nombre chaisune partie entiére égale a 3 ?

2°) Quelle est la probabilité que le nombre chaisun arrondi automatique au dixieme égal a 2,8 ?
3°) Quelle est la probabilité que 3,4 soit une walpprochée 40 * prés du nombre choisi ?
Indication : voir le rappel de deux définitions donné a lad@s énoncés.

Les exercicebl1] a[13] portent sur le théme de la « corde de Bertranis>explorent « le tracé au hasard
d’une corde sur un cercle ».

C’est dans son ouvraggalcul des Probabilitépublié en 1889, que Joseph Bertrand (1822-19@@)tk du
probléme suivant :

« Une corde est tracée au hasard sur un cerclde@sela probabilitg qu’elle soit plus longue que le c6té du
triangle équilatéral inscrit dans le cercle ? »

On notel un cercle de centre O et de rayRn
La longueur du cdté d’'un triangle équilatéral iitsgans le cercl& est égale RV3 (démonstration facile).

¢ Faire des figures assez grandes pour chacun agxegsces.:

Une extrémité est fixée

Une extrémité A de la corde est fixée Bugt I'autre extrémité M est choisie « au hasardrf'yc’est-a-dire
selon la loi uniforme sur).

Construire le triangle équilatéral ABC inscrit ddhs

1°) Quel est I'ensemble des points MIdeels que la cord{aAM] ait une longueur supérieure ou égale au coté
du triangle équilatéral inscrit dahs?

2°) En déduire la probabilifgque la corde{AM] ait une longueur supérieure ou égale au cotéahgte
équilatéral inscrit dans.

Indication : Dans la loi uniforme sur un cercle, la probabititén arc de cercle est proportionnelle a la
longueur de l'arc.

[12] Avec le milieu de la corde
Soit | un point intérieur &, distinct du centre O.

1°) Démontrer qu’il existe une unique cordeldadmettant | comme milieu.
Note :On peut donc convenir que tout protocole de ckaix hasard » du point | dans le disque est un
protocole de choix « au hasard » de I'unique caelenilieu | : c’est parti...

2°) La corde est tracée « au hasard » par le aeoson milieu | dans le disque selon la loi uniferdu disque

[pour laquelle la probabilité d'une partie (convilea..) A du disque estw .
aire du disqui

On rappelle que désigne la probabilité la probabilité que la loagude la corde soit supérieure ou égale a la
longueur du c6té d'un triangle équilatéral insdensl".

Démontrer quep :%.

3°) Le milieu | de la corde est choisi au hasardfiagen que la distance Ol suive la loi uniforme [furR].

Démontrer quep =%.

Remarque Dans les deux cas (questions 2°) et 3°)), la foiitade choisirl =O est nulle, ce qui réfute
d’avance les doutes sur la justesse des calcalstaéfs, a la suite de la restriction imposée ant pai la
premiére questionl ¢ O).



Loi uniforme sur un carré

Partie 1 : préliminaires géométriques
Le plan est orienté et muni d'un repére orthonodninéct(o,ﬁﬁ/).

Soitx ety deux réels de I'intervalle [0 mPet M et N les points dE d'affixes respectiveRe™ et ReY.

1°) Démontrer quevIN =2R

sin2=Y ‘
2

Ne

2°) Déterminer I'ensemble des solutions dans Ifirae [ ; n] de I'néquation| sint \27.

3°) Représenter sur un graphique assez grand itdsieales couplefx; y) de réels tels que :

X—y >@

0< x<2n ; 0<y<2n ; sin—= | > .
2 2

Quelle est I'aire de ce domaine ?
Partie 2 : les probabilités

On consideére le protocole suivant :

(1) Choisir au hasard da{ﬂ ; 27'c] (donc selon la loi uniforme) deux réelsty, indépendamment I'un de
l'autre.

(2) Tracer la corde de ayant pour extrémités les points M et N d'affixespectivesRe™ et Re? .

. 1
Démontrer que, selon ce protocole, opag.

Paradoxe ?

Ce grand classique des probabilités continueséaitere sous le nom de « paradoxe de Bertranargrcson:
temps il parut paradoxal : on ne comprenait pagffet, que des conditions expérimentales diff@gnpour -

le choix « au hasard » de la corde dans les dprexdés décrits, conduisaient a des probabilité&sehtes
pour un méme événement.

Signalons toutefois que, si I'on référe le choixhasard d’une corde a celui d’un choix au hasarchdeune ©

de ses extrémités (selon la loi uniforme sur lelegrindépendamment I'une de I'autre, c’est letg@eole
précédent (exercidd3|) qui est a retenir.
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On considére deux variables aléatoires X et Ypedéantes qui suivent toutes les deux la loi umiéosur
l'intervalle [0 ; 1].
On consideére la variable aléatoire S définie arX+ Y.

X etY prennent leurs valeurs dans [0 ; 1], d&€ X+ Y prend ses valeurs dans [0 ; 2].

Le but de I'exercice est de déterminer la loi debpbilité de la variable S. Il s’agit donc de détierer
P(S< s) pour tout rées de [0 ; 2].

On se place dans le plan muni d’'un repére orthoédn I, J). On note K le point de coordonnées( ;
On appelle « carré unité » le carré OIKJ. On |e @6t

Sur les deux graphiques ci-dessous, on a repréé@maement(S< s) dans le carré unit& en distinguant
deux cas 0<s<letl<s<2 (onobserveraques<s » équivaut a & <s—X »).

Reproduire ces deux graphiques en hachurant dagsieltas la partie du carré qui représente I'événem
(S<s). On prendra 1 centimétre ou 1 « gros » carreau poité de longueur.

1¥ cas:0<s<1 2°cas :1<s< 2

1°) Pour la loi indiquée, la probabilité de I'évément (S< s) correspond a l'aire de cette partie hachurée.

a) Dans chacun des deux cas, exprimer en foncéisiiaire de la partie hachurée ; en déduréS< s) en

fonction des.
b) On note F la fonction de répartition de S.
Définir clairement F.

2°) Déterminer la fonction de densftéle la variable aléatoire S.
Tracer la représentation graphiquef dans le plan muni d’un repére orthonor(@ﬂf) (prendre un
centimeétre ou un « gros » carreau).

Loi du maximum et loi du minimum

On choisit au hasard deux nombres dans I'interyallel0].

On modélise ce choix par le couple (X ; Y) ou lasiables aléatoires X et Y sont indépendantesietisula
loi uniforme sur [0 ; 10].

1°) Loi du maximum

On se propose de déterminer la loi de la variaBketeire Z qui indique le plus grand des deux n@sb©n

écrit : Z=max( X ;Y). Z prend ses valeurs dans [0 ; 10]. On note Briatfon de répartition de Z. On rappelle

que F est définie pour tout réek[0;10], par F(t)=P(Z<t).
a) Justifier que I'événementZ<t » n'est autre que I'événement «Xt » N « Y <t ».

b) Calculer alors=(t) en fonction de.

¢) On notd la densité de probabilité de la loi de Z.
Déduire du b) I'expression de



2°) Loi du minimum

On se propose de déterminer la loi de la variaBleteire T qui indique le plus petit des deux noesbiOn
écrit: T=min(X;Y). T prend ses valeurs dans [0 ; 10].

On note G la fonction de répartition de Z. On rdigpgue G est définie pour tout ré;est[O ;10], par
G(t)=P(T<Y).

a) Justifier que I'événement «>Tt » n'est autre que I'événement «>X »N « Y >t ».

b) CalculerP(T >t) en fonction dé puis G(t) en fonction de.

¢) On notgy la densité de probabilité de la loi de T.
Déduire du b) I'expression dg

3°) Reprendre les questions géométriquement.

Les méthodes de Monte-Carlo

On appellenéthode de Monte-Carlotoute méthode qui vise a calculer une valeur niguéren utilisant des
procédés probabilistes.
1
On se propose de calculer une valeur approchémtmtale | :I f (t) dt, ouf est une fonction continue sur
0
[0; 1], a valeurs dans [0 ; 1].

On appelle méthodes de Monte-Carlo un ensembleédeoates utilisant le hasard pour calculer des aires ¢
des volumes. ¢
Ces méthodes se classent en deux grandes catégories o
@ la méthode du rejet ; g
@ la méthode de I'espérance. s
Ces méthodes ont été inventées dans les annéepdOSmathématicien américain Ulam (1909-1984).
Elles ont pris de I'importance en mathématiques deeléveloppement de I'informatique dans la seeond
moitié du X)¢ siécle. S
Elles tirent leur nom de celui de la ville de Mofarlo, célebre pour ses jeux d’argent. '
Les méthodes de Monte-Carlo interviennent aussi éiefinance qu’en physique des particules.

Pour les deux méthodes, on se place dans le plandiun repere orthogonz(D,T,T).



Partie 1. Méthode dite « du rejet »
Principe de la méthode du rejet

B On admet que, lors d'un tirage au hasard d'untghircarré unité, la probabilité de tirer un palotdomaine
D situé sous la courbe dlest : p=aire(D) = S.

B On tire au hasard un grand nombre N de points ldacesrré unité.

nombre de points dami®

— est une valeur approchée de la
nombre total de points

B D’apres la loi des grands nombres, la fréquehee

probabilitép donc de l'intégrale I.

L’algorithme suivant, qui s’appuie sur cette métgoermet le calcul d’'une valeur approchée de I.

Dans cet algorithme, la varialflest une fonction, les variables i, d sont des entiers naturels, les varialles
y, Ssont des réels.

Entrées :
Saisir une fonctiof
Saisir un entier naturell >1

Initialisation :
d prend la valeur 0

Traitement :

Pour k allant de 1 & Nraire
x prend la valeur d’un nombre aléatoire dans I'vate [0;1]
y prend la valeur d’un nombre aléatoire dans I'vate [0;1]
Si y< f(x) Alors

I d prend la valeud +1
FinSi
FihPour

Sprend la valeur%

Sortie :
Afficher S

Recopier cet algorithme dans un cadre bien auedetta page sans rien écrire ni a droite ni atgauc

1°) Le choix d’un point du carré unité est défiar fes valeurs indépendantes de ses coordonnées.X e
a) Quelle loi suivent les variables aléatoires X ét

b) A quelles lignes correspond ce choix ?

2°) Quelle variable de I'algorithme contient ladu&nce des points situés dans le domBiffe

3°) Programmer I'algorithme sur calculatrice.

On pourra concevoir un programme simple qui saieteanscription fidéle de I'algorithme ou bien cewoir

un programme un peu plus élaboré qui affiche Iéstpde coordonnédsc; y) (x ety désignant les réels

choisis au hasard dap@;1]) situés dans le domaiiie
Sur les modeles les plus récents de calculatritek€eEt possible de faire afficher les pointscemleur.

1
4°) a) Déterminer grace au programme une valeuoappe deA :I +1-x dx pour N =1000.
0

b) Calculer la valeur exacte de A et comparer cetleur avec la valeur approchée obtenue ave®ramme.

Remarque On admet que la précision de I'approximation awetecméthode est de I'ordre é}%

Partie 2. Méthode de I'espérance
Principe de la méthode de I'espérance

W On choisit au hasard N valeurs de I'abscisse ¥alnot M dans [0 ; 1].

B On calcule la somme S des N valeurs prises parlable aléatoiref (X).

B On admet que la moyenne des N valeurs ¢¥) est une valeur approchée de I'espérancé (%) dont la
valeur exacte est donnée par I.

L’algorithme suivant, qui s’appuie sur cette métookermet le calcul d’'une valeur approchée de I.
Dans cet algorithme, la varialflest une fonction ; les variables Nketont des entiers naturels ; les variables
X, Ssont des réels.

Entrées :
Saisir une fonctiom
Saisir un entier naturdl >1

Initialisation :
aprend la valeur O

Traitement :
Pour k allant de 1 a Nraire
x prend la valeur d’'un nombre aléatoire dans I'vaée [0 ; 1]

aprend la valeua+ f ()
FinPour

Sprend la valeu%

Sortie :
Afficher S

Recopier cet algorithme dans un cadre bien aueedstta page sans rien écrire ni a droite ni algauc

1°) Programmer cet algorithme sur calculatrice.
1

2°) Déterminer une valeur approchée de I’intégmhej +1-x dx en faisant tourner le programme pour
0

N =1000.
Comparer cette valeur avec la valeur exacte de A.



1
3°) De méme, déterminer une valeur approchéB dej‘ vJ1-x® dx pour N =1000.
0

Comparer cette valeur avec la valeur de B obteriaéd& de la commande de calcul d’'une intégraléade
calculatrice (il n’est pas possible de calculerl gnain » la valeur exacte de B).

L’espace est muni d’'un repere orthonormé (O, K)J
On appelle « cube unité » le cube rétéonstruit sur les points O, I(1 ; 0 ; 0), J(0;;®, K0 ; 0; 1).
On choisit au hasard un point du ciieCe choix est modélisé par le triplet (X ; Y ;d8 ses coordonnées,
indépendantes entre elles et de méme loi uniformfds 1].
Un événement A est alors représenté par une paftti cube unité et on admet que la loi de proliélekt
définie parP(A)= volume des” _ 1 me de. .
volume deC
L’objectif de cet exercice est de déterminer ladeiprobabilité de la variable aléatoBe X+ Y +Z.

X, Y, Z prennent leurs valeurs dans [0 ; 1], domré&hd ses valeurs dans [0 ; 3].

Le but de I'exercice est de déterminer la loi debabilité de la variable S. Il s’agit donc de détierer
P(S<t) pour tout réet de [0 ; 3].

1°) L’événement «S<t » est représenté dans le c@@ear la partie en dessous du plan d’équation
X+ y+ z=1t.

Dans chaque cas, reproduire le graphique et haclusection du cub®” par le plan d’équation+ y+ z= t.

On fera trois graphiques séparés et non un seul.

1% cas:0<t<1
Le solide représentant I'événemenB« t » est un tétraédre trirectangle.

2°cas:1<t<2
Le solide représentant I'événemenB« t » est un tétraédre trirectangle privé de troisinse.




Fcas:2<t<3
Le solide représentant I'événemenB<t » est le cube privé d'un « coin ».

Rappel de deux définitions

W Définition de I'approximation décimale par arrondi automatique :

Soitx un réel ety un nombre décimal d’ordie
L'approximation décimale d’ordne, par arrondi automatique, du réetst égale
eaysi y< x< y+0,5x10° ;

eay+10Psiy+0,5x10° < x< y+ 10°.

Cas particulier oup =0 (valeur arrondie a I'unité) :

Soitx un réel ey un entier.
L’approximation décimale a I'unité, par arrondi austtique, du réet est égale
eaysi y< x< y+0,5;

eay+1siy+0,5< x< y+1.

B Définition d’une valeur approchée :

2°) Exprimer en fonction dele volume du solide représentant 'événemest<d » ; en déduireP(S<t) en Soitx un réel et un reel strictement positif fixés.

fonction det. . . s N .
On dit qu’un réeh est une valeur approchéexdae pres pour exprimer qqe<— a\ <e.

3°) Déterminer la fonction de densftéle la variable aléatoire S.




Corrigé
On choisit au hasard un réel dans [- 2 ; 7]
Calculons la probabilité que ce réel soit solutiode I'inéquation x*—2x—3< 0.
Considérons le polyndme? — 2x- 3.
Ses racines sont — 1 (racine évidente) et 3.
X*-2x-3< 0« —1<x< 3 (on peut éventuellement faire un tableau deesignais ce n’est pas nécessaire)

NotonsP la probabilité uniforme sur [- 2 ; 7] (d’apréscieurs, le choix d’'un nombre au hasard dans un
intervalle fa ; b] est modélisé par la loi de probabilité unifornee Eintervalle [a ; b]).

P(Fd)= P 1= P -2t

7-(-2) 7+2 9

Remarque :

D'aprés le coursP(]-1; f{) c’est la méme chose quy([-1; 3]).

T : temps d'attente en minutes

T suit la loit (2 ; 20]).

1°) Calculons la probabilité que le temps d’'attente soinférieur & un quart d’heure.

15-2 13

P(Tel2;15) =5 — =1

2°) Calculons le temps moyen d’attente.

Le temps moyen d’attente est égal a I'espéranckénwtique de T.

2+20

E(T)-=5

11

Le temps moyen d’attente est de 11 min.

T : temps d’'attente du pécheur, en minutes, avanngoisson morde I'hamecon
T suit la loiU ([0 ; 15]).

1°) Calculons la probabilité que le temps d’'attente soinférieur a 10 minutes.

P(T <10)= P(0< T< 10
10-0
T 15-0

2°) Calculons la probabilité que le temps d’attente sbsupérieur & 30 secondes.

P(T>}): P(}<T<15j
2 2
15—}

— 2

15
_29
30

3°) Calculons le temps moyen d’attente.
Le temps moyen d’attente est égal a I'espéranckénwtique de T.

0+15 15

EM=-—F"-3

Le temps moyen d’attente est de 7,5 minutes ountites 30 secondes.



6-2a

En multipliant les deux membres de (1) par 2, btieat : b =0,4.
-a
Avec (2'), on peut alors écrire—2 - 6-28
b-a b-a
E Par conséqueng—a=6- 2a.
. . D'ou a=2.
X suit la loi([a; b)) (a<b) oua
On reprend alors I'égalité (2').
P(X<3)=0,2 (1) P galité (2')
4-2
Ona——=0,4.
P(X<4)=0,4 (2) b-2
Déterminons les réels etb. On obtient—2- = 0,4 d'oil b- 2= 5 soit b=7.
.~ On utilise la fonction de répartition de X. 3
- On connait I'expression de cette fonction gracaeépropriété au cours donnant la fonction de réartd'une ¢
> variable aléatoire continue qui suit une loi unifer 4 ABC : triangle rectangle isocéle en A

Tout d’abord, on peut remarquer que l'om& 3< 4< b. M E[AB] au hasard

Calculons la probabilité pour que I'aire du triangle AMC soit inférieure ou égale a 0,25.
(1) & P(a<X<3)=0,2

38 02 @) c
b-a

(2) & P(a<X<4)=0,4 (2)
s 04 @)
b-a

(1)< 3-a=0,2(b-4a)

< 0,8a+0,Db= ¢ A M B
& 8a+ 2b= 30 “«—
< 4a+b=15 (1) X

(2)& 4-a=0,4b-a)
& 0,6a+0,dh= 4
& 6a+4b= 40
< 3a+2b=20(2")

Refaire la figure

On poseX =AM .

M e[AB] doncO< AM <1.
En résolvant le systéme linéaire formé (Hi) et (2"), on trouve :a=2 etb=7.

Le choix du point M au hasard sur le segment [AB{raduit par X suit la loi uniforme sur [0 ; 1].
[résolution possible par substitutioh = 15— 4a reporté dans la deuxiéme équation]

Autre méthode de résolution :



Autre fagon de dire

0

AM xAC
e T

N | X

§
O
N
ki3
X N|X
N N
NP NP

EN

¢

M est choisi au hasard sur un
AOM =6 rad

: M est choisi au hasard siB][&ou X suit la loi uniforme sur [0 ; 1].7:

0

demi-cercle de céhtde rayon 1 et de diametre [AB].

: Pour la figure, prendre (AB) horizontale, A a gaeicle B.
2 Je devrais refaire la figure pour respecter cettsigne et prendre un angle ai%u.

0e[0;n

On admettra que le choix de M au hasard sur le-dentie peut se traduire par le fait dusuit la loi uniforme
sur [0 ;m).

1°) Exprimons I'aire du triangle AOM en fonction de 6.

Aoy = %on OMxsinAOM (formule de I'aire d'un triangle quelconque)

:lsine
2

2°) Calculons la probabilité pour que l'aire du triangle AOM soit inférieure ou égale a%

1 1. 1
Aoy <— & =sino<=
POMq T 2 4

& sineg1
2

< 0<0 g% ou g <0<n (résolution a l'aide du cercle trigopnométrijjue

T o n- 5n
:6—0+7g (formule de la probabilité d’un intervalle pdaroi uniforme sur [0 7))

™ T

T T
_6,6

T T

11
=—4+=

6 6
_1

3

Autre méthode :



oo efofopf)
orfe )

Pour aller plus loin : S

On pourrait reprendre I'exercice en remplacantd’au triangle AOM par l'aire du secteur
circulaire AOM .

v ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

X suit la loi uniforme sur l'intervalle [0 ; 1].

1°) Déterminons E(X).

0+1
E(X)ZTZ

N

2°) Interprétons le résultat du 1°) par une phrase.

L'espérance de la variable aléatoire X vézLut

On sait que I'espérance d’une variable aléatoireespond a la moyenne.

Si on tire un trés grand nombre de fois un nombrkasard dans l'intervalle [0 ; 1], la moyenne desbres

est environ égale% (avec fluctuation d’échantillonnage).

Autre explication possible :

Si on choisit un trés grand nombre de réels aurtiatemns l'intervalle [0 ; 1], la moyenne de cedg@st

. . NI
environ égale aE

3°) a)Quel est le role de I'algorithme ci-dessous ?

Entrée :
Saisir N

Initialisation :
S prend la valeur 0

Traitement :
Pouri allant de 1 a NFaire

x prend une valeur aléatoire dds; 1]
S prend la valeur+X

FinPour

T prend la valeu%

Sortie :
Afficher T

Recopier cet algorithme.

e L’algorithme permet de simuler N tirages au hasBmd nombre compris entre 0 et 1.
L’algorithme permet de simuler N tirages au hastmt nombre de I’intervalléo ;1].

e L’algorithme affiche en sortie la valeur de laighie T c’est-a-dire la moyenne des nombres obtenus
(moyenne empirique).

(Autre facon de dire : « A la fin, il donne la moye des résultats »).

b) Peut-on prévoir approximativement le résultat qui &ffichera en sortie de I'algorithme ?

On peut prévoir que le résultat sera proch&¢X) soit de%.

On peut prévoir que le résultat se rapproch&(i¥) soit de% )

¢) Programmons cet algorithme sur la calculatrice.

: Prompt N
:0—S

:For (I, 1, N)

- NbrAléat — X
:S+X—S

: End
:SIN—T
:Disp T

o Alice et le Chapelier se sont donnés rendez-vatre 47 h et 18 h.
e |lIs attendent I'autre un quart d’heure maximurpa apres 18 h.

e Les heures d’arrivée suivent la loi uniforme simtérvalle [17 ; 18].

1°) Simulation



a) Vérifions que I'algorithme suivant permet de simule un RDV.

Traitement :

A prend la valeur d'un réel aléatoire dans [0 ; 1]
C prend la valeur d'un réel aléatoire dans [0 ; 1]
D prend la valeuA - C

Sortie :
si-t<p<t

4 4

Alors afficher « le RDV a lieu »

Sinon afficher « le RDV n’a pas lieu »
inSi

A : heure d'arrivée d'Alice

C : heure d'arrivée du Chapelier

D : différence entre les heures d’'arrivée d’Ali¢ele Chapelier (dans un sens ou dans l'autre, pporie, la
condition est symétrique par rapport a 0)

La condition— % <D< % peut se traduireD | < %

La rencontre a lieu si et seulement si cette cmmdést réalisée.
b) Modifions I'algorithme en introduisant une boucle ur effectuer d’'un seul coup un nombre N de
simulations et calculer la fréquence des RDV réussi

On demande en entrée la valeur de N et on intrashgitboucle « Pour ».
On a également besoin d'une variable de comptadeiee variable qui calcule la fréquence.

Entrée :
Saisir N (nombre d’essais)

Initialisation :
S prend la valeur 0

Traitement :

Pouri allant de 1 a Nraire

A prend la valeur d'un réel aléatoir@si{0 ; 1]
C prend la valeur d’un réel aléatoiresif0 ; 1]
D prend la valeur A - C

si-tcp<d
4 4
Alors S prend la vale8# 1
FinSi
FinPour

T prend la valeu%

Sortie :

Afficher T

c) Programme sur calculatrice

La commande Pt-Aff ou Pt-On s’obtient dans « Dessin
Elle permet d'afficher le point de coordonnées @),

d) Déterminons la fréquence des RDV réussis, pour N5900, puis N = 1000, puis N = 5000.
Estimons alors la probabilité pour qu’Alice et le Chapelier se rencontre effectivement. Question a

reformuler

Jlnput"N =", N
:0—-S

: For(1,1,N)

. NbrAléat— A
: NbrAléat— C
:A-C —=D
(If —1/4< DandD<1/4
: Then
:S+1—S
:End

: End
(SIN)—T
:Disp T

: Prompt N
:0—S

: For(1,1,N)

. NbrAléat— A
. NbrAléat— C
:A-C —D
:If aby D< 0.2
: Then
:S+1—S

: Pt-Aff(A,C)
:End

:End
(SIN—T
:Disp T

< un « et ») ou avec une valeur absolue.
© Surtout ne pas écrire la condition en double int&gdle programme ne fonctionnerait pas correctémen

< Quand on programme l'algorithme sur calculatrigetraduit la condition- % <D g% en deux conditions (avec




Exemple de résultats obtenus (chaque éléve aura désultats différents) :

Il faut noter que plus N est grand plus c’est I@agcalculatrice tourne environ pendant 5 minutesrp
N =5000) :

N =500 f =0,468
N=1000 f =0,453
N=5000 f =0,441¢

Ces résultats sont proches de celui de la prob&ahilie I'on va calculer dans la question suivante.

On peut donc penser que la probabilité qu'il yuaié rencontre est environ égale a 0,44.
On pourrait a I'aide de ces résultats (par exeropliei avec 5000 lancers) un intervalle de confismcaiveau
95 % de la probabilité qu'il y ait une rencontre.
2°) Calcul de probabilités
x : heure d'arrivée d’Alice
y : heure d’'arrivée du Chapelier.
Les résultats obtenus sont donnés ci-dessous.
Graphigue en nuage de points.

a) Justifions qu’un RDV réussi correspond a un point dnt les coordonnées dex(; y) vérifient le systeme
de conditions (S) : 1< x < 18; 17y < 18;x- 0,25 y < x + 0,25.

X : heure d’arrivée d'Alice
y : heure d'arrivée du Chapelier

Le rendez-vous est prévu entre 17 h et 18 h dGrRex< 18 et 17 y< 18.
De plus, on a la condition « ils ne s’attendentglas d’un quart d’heure ».

Cette condition se traduit p#ily— x\ g% que I'on peut également écrilse—%1 <y< X+%'

b) Représentons I'ensemble des points du plan dont lesordonnées sont solutions de (S).
(On pourra ramener [17 ; 18] a [0 ; 1]).

Les conditionsl7< x< 18 et 17< y < 18 correspondent a un carré.

On évite d’écrire les équations= x—% ety= x+%1 de maniére penchée.

c) Déterminons l'aire du domaine et déduisons-en la jpbabilité que le RDV soit réussi.

On travaille directement avec les aires (on n'sgilpas les intégrales).

A = A=~ 2 i enec ow/ = (aire d'un carré de cﬁtéi( aire d'un caleéc()té:—j]
3 3
y 474
=1-2x
4
. 3.3
4 4
-1 2
16
7’
16
=0,4375u. a.

Donc P("Le rendez-vous est réuspt 0, 4%
L'événement R : « Le rendez-vous est réussi » gunteabilité de0, 437E.

[9] Erreur d'arrondi
Rappels de définition :

Approximation décimale par arrondi automatique



Soitx un réel ey un nombre décimal d’ordie
L’approximation décimale d’ordne, par arrondi automatique, du réedst égale
eaysi y< x< y+0,5x10°

eay+10"P siy+0,5x10P < x< y+ 10°

On peut déterminer la valeur arrondie d'un entiaide de la calculatrice.

, choisir NUM puis 2 : Arrondi

Exemple :

Si on tape arrondir(4.6138112,3), cela donne lawrahrrondie au millieme de 4.6138112.
On obtient 4,614.

Cas particulier oip=0:

Soitx un réel ey un entier.
L'approximation décimale a I'unité, par arrondi @uiatique, du réel est égale
eaysi y< x< y+0,5;

eay+1siy+0,5< x< y+1.

Autrement dit,

o Si E(x) < X< E( x)+ 0,&, alors I'approximation décimale a I'unité, parardi automatique, deest égale a

E(x).

e Si E(x)+0,5< x< E(x)+ 1, alors I'approximation décimale a I'unité, paraardi automatique, deest égale
aE(x)+1.

1°)
xeR

y : valeur arrondie dea l'unité
e=x-y

On donne beaucoup de nombres pour comprendreitmnot

L'erreur d'arrondi est positive ou négative ou sull

Déterminonsy et e pour chacune des valeurs suivantes de:
x=4,23doncy=4 e=4,23-4= 0,2:
x=3,6 doncy=4 e=3,6-4= —-0,¢
x=4,004doncy=4 e=4,004-4= 0,00
x=3,999doncy=4 e=3,999 - 4 -0,00
x=4,49¢doncy=4 e=4,499-4 0,49
x=3,5doncy=4 e=3,5—-4= -0,t

On remarque que tous les nombres ont une valeundier a I'unité égale a 4.

On peut donner les réponses dans un tableau :

X 4,23 3,6 4,004| 3,999 4,499 3,5
y 4 4 4 4 4 4
e 023 | -0,4| 0004 -0001L 0499 -0,

2°) X : variable aléatoire qui a tout réel tirélmsard associe 'erreur d’arrondi a l'unité
On admet que X suit la 18(([—- 0,5 ; 0,5]).

Calculons les probabilités suivantes :

P(X=0)=0

P(X <0)= P(-0,5< X< 0)

_0-(-09
- 0,5-(-09
05
1
=0,5

0,25+ 0, 2¢

P(Xe[-0,25;0,29)= 0505



N~

P(| X]<0,)=P(-0,1< X< 0,3
=0,2

P(| X |<0,00)=P(- 0,01< X< 0,0}
=0,02
3°) Calculons E(X).
X suit la loi uniforme sur l'intervalle [- 0,5 ; %),
Donc d’aprés la formule du cours donnant I'espéatione variable aléatoire qui suit une loi uniferm

-0,5+0,5_
2

E(X)= 0

Donnons une interprétation concréte de E(X) et dédsons-en que la valeur de E(X) était prévisible.

Sur un trés grand nombre de tirages de réels audyda valeur moyenne de I'erreur d’arrondi a férest
environ égale a 0.

Si on choisiin réels au hasard, la moyenne des erreurs d’aréohuiité (différence : réel — arrondi
automatique a I'unité) sera d’autant plus proch® deen est grand.

On peut dire que la moyenne elest 0.

Il serait intéressant de réaliser une simulatibaide de la calculatrice.

INANAANAANANANAANANAANANAANAAANANAAAAANAANAANANAAAAAAANAANAAAAAAAAANANANAAAANAANANANANNAANANNNAA

4°) Déterminons la variance V(X).
X suit la loi uniforme sur l'intervalle [- 0,5 ; %),

Donc d'apres la formule du cours donnant la vagatiiane variable aléatoire qui suit une loi uniferm

(05-(- 09)

X : variable aléatoire qui suit la loi uniforme dtimtervalle [1 ; 5]

AAAAAAAAAANAAANAANAANAAAAANAAAAANAAAAAAANAAAANAAAAANANANAANANAN

On donne des noms a chacun des événements.

1°) Calculons la probabilité que le nombre choisi ait oe partie entiére égale a 3.

E : « Le nombre choisi a une partie entiére ég@lea

N

P(E)= P(3< X< 4)= :f:

FQ SN

=0,2¢

[&)]

La probabilité que le nombre choisi ait une pagtiére égale a 3 est égale a 0,25.
2°) Calculons la probabilité que le nombre choisi ait o arrondi automatique au dixieme égal a 2,8.
F : « Le nombre choisi a un arrondi automatiqueizigme égale & 2,8 »

2,85- 2,75: 0,1: 0,02
5-1 4

P(F)= P(2,75< X< 2,89=

La probabilité que le nombre choisi ait un arroaatiomatique au dixieme égal a 2,8 est égale a 0,025
3°) Calculons la probabilité que 3,4 soit une valeur grrochée a10 ! prés du nombre choisi.

G : « 3,4 soit une valeur approchég®' prés du nombre choisi »

P(G)=P(| X-3,4|<0)=P(34 0K X 34 0P 38 X 35

35-33 02
5-1 4 '

La probabilité que 3,4 soit une valeur approch&8 & prés du nombre choisi est égale a 0,05.

Corde de Bertrandex[ia 13

¢ Il semblerait qu'il y ait peu de rues portant lemde Joseph Bertrand en France, a priori seulemen?
< dans cing villes : Viroflay, Perpignan, Bain-de-Bigne, La Verpilliere, Le Plessis-Robinson.

On peut démontrer trés facilement qu’un triangleilé¢gral inscrit dans un cercle de ray®a pour rayon

RV3.



L'une des méthodes consiste a utiliser la trigortaméans un triangle rectangle.

A

A
H
BC = 2BH= 20Bx c0s30= Rx§: R/
On pourrait aussi utiliser la formule du co6té (Adshi) dans le triangle BOC en utilisant I’an@?)C qui
mesure 120°. On trace le cerclE puis on place un point A siit

On construit ensuite les points B et C Eude telle sorte que ABC soit équilatéral (problédeeconstruction
élémentaire : on reporte 6 fois le rayon du ceagbartir du point A comme pour une rosace et orcgétene
un point sur 2).

A . R\/§
Corde de Bertrand (1) [une extrémité est fixée] o

Déterminons la probabilité p que la corde[AM ] soit plus longue que I'un des c6tés d'un triangle
équilatéral inscrit dansT'.




Remarques concernant la figure :
e On peut placer A ou on veut sur le ceilcle

e On peut coder les segments [AB], [BC], [CA].

Les points M dd tels que la corde [AM] ait une longueur supéricauedté du triangle équilatéral sont situés
sur l'arc BC.

La longueur de larBC est égale au tiers du périmetrelde
Chaque arc de cerclkB , BC, CA alaméme longueur (& savoir la longueur du cérdeisée par 3).

_ longueur de l'arc Bt
périmétre du cercle

longueur de I'arcfl\?,e:—lsx périmétre du cel
p — 1
3

On en déduit que la probabilité cherchée est ég%le

Corde de Bertrand (2) [avec le milieu de la corde]

| : point intérieur &", distinct de O



A
r
(0]
[ ]
1°) Démontrons qu'il existe une unique corde d& admettant | comme milieu.

On peut traiter cette question comme un problémepdstruction en raisonnant par analyse-synthese.

M
v,

N
Analyse :
Soit M et N deux points du cerdetels que | soit le milieu de [MN].
Comme M et N appartiennenfaon a :OM =0ON=R.
Donc O appartient a la médiatrice du segment [MN].
Par suite, comme | est le milieu de [MN] et queO, la droite (OI) est la médiatrice du segment [MN].
Par suite, on a: (Ol). (MN).
Synthese : On démontre aisément que | est bien le milieu d&][M

On a un point | intérieur B distinct de O.

On trace la droite passant par I, perpendicula{@/i On a donc démontré I'existence et I'unicité d'uede admettant pour milieu I.
Cette droite coupe le cerdieen deux points M et N.



2°) La corde est tracée « au hasard » par le aeson milieu | dans le disque selon la loi uniferu disque

[pour laquelle la probabilité d'une partie (convklea..) A du disque est M .
aire du disqui
I8
> On rappelle que désigne la probabilité que la corde ait une longsepérieure a la longueur du cété d'un®
triangle équilatéral. g
¢
) 1
Démontrons que p= 2
S . e
On va chercher la zone dans laquelle doit se sifpeuar que la longueur de la corde ayant pouremiliait
0 . L.
¢ une longueur strictement supérieur®3.
S
f < aire du disque de centre O et de rafoanx R
2 Il faut expliquer pourquoi la longueur du c6té diiangle équilatéral inscrit dans un cercle derda pour ¢
‘ longueurRy/3. g R RV
g aire du disque de centre O et de rayoR: mx [EJ
. 2 2 2 nx R?
D’apreés le théoréeme de Pythagore dans le triantig @ctangle en |, on alM“ =R“ -0l “. = a
MN > Ry3 < 2IM > RJ3 aire du disque de centre O et de ray|§|
& 4IM? >3R? P=aire du disque de centre O et de rao
& 4(R°-0r)> 3R
1
& R?> 400 - 2
2
< 02 <i
4 S
< Ol <§ g Autre méthode (sans calcul) :
S
s L'aire du disque de centre O et de raygnest égale au quart de l'aire du disque de ceneede rayori.
Pour que la corde ait une longueur strictementrseyoe aRy/3, on doit choisir | dans le disque ouvert de g
centre O et de rayo% . > Donc la probabilitdp cherchée est égalt.l41a

S

<
b

3°) Le milieu | de la corde est choisi au hasardiagen que la distance Ol suive la loi uniforme [furR].



Démontrons que p= % .

On a vu que pour que la corde ait une longueatstrient supérieure ou égal&é@, il faut et il suffit que

OI<—R.
2

Remarque Dans les deux cas (questions 2°) et 3°)), la foiditade choisirl =O est nulle, ce qui réfute
d’avance les doutes sur la justesse des calcalsteéfs, a la suite de la restriction imposée ant pai la
premiére questionl ¢ O).

Corde de Bertrand (3) [loi uniforme sur un carré]

Partie 1 : préliminaires géométriques

Le plan (supposé orienté) est muni d’un repereoadimé direct d'origine O.
Soitx ety deux réels de I'intervalle [0 mPet M et N les points dE d'affixes respectiveRe™ et ReY.

1°) Démontrons queMN =2 R| sin X; y ‘
MN =| 2 - 3|

=|Re"*- Ré|

=‘ R(e"- &) ‘

= Rx‘ g - & ‘ (carR>0)

(astuce de la mise en facteur de 'argumentié)oi

Xty Xy Xy
=Rle 2 |[x|e 2-e 2
L X—y 0 : g —e" .
= Rx1x 2|sm7 ‘ (car‘ ¢ ‘: letsinb= d'aprés la formule d’Euler)
=2R sinﬂ‘
2

olE

2°) Déterminons 'ensemble des solutions darfs- = ; ] de I'néquation | sint | >

On utilise le cercle trigonométrique.

Les images des solutions de I’|nequatjcxmt \2 % sur le cercle trigopnométrique sont représentéetepa

arcs violets.

L’ensemble des réels solutions de I’inéquatie'mt \2? dans I’intervalle[—n ; n] est

I T
S‘[ 3’ 3H3' 3}'

3°) Représentons sur un graphique I'ensemble des couplé ; y) de réels tels que :

0<x<2n ;. 0<y<2n : sinX;y e

> X2
2

(0O<x<2net OKy<2n)=-2t < X-y<2n



domainea hachurecolarier

Calculons l'aire du domaine.

Partie 2 : les probabilités

On considére le protocole suivant :

(2) Choisir au hasard da{\e ; 21:] (donc selon la loi uniforme) deux réelsty, indépendamment I'un de
l'autre.

(2) Tracer la corde dE ayant pour extrémités les points M et N d'affixespectivesRe™ et Re? .

M
u
R
. 1
Démontrons que, selon ce protocolep:a
En choisissant M et N d’affixes respectiveg™ et Re¥, on a :MN =2R sinx;zy ‘

MN > Ry3 < 2R sin%’";R\/—s

=

sinx;zy ‘ >RJ3

On a représenté graphiquement dans la partie lebelnle E = {(x; y) c [0 ; 21t]2 / sinx;zy ‘ > J;}

On peut déterminer son aire immédiatement par wiengtrique (sans passer par une intégrale).

4n?
o 3 1
P(MN > RJ3)=—F£-= ==
( \/—) A 47 3

Voir article Wikipedia sur la corde de Bertrand.



X etY : variables aléatoires indépendantes quiestila loi uniforme sufo ;1]

S=X+Y

carré unité

S |

Déterminons P(S< s).

1¥cas: 0<s<1

2°cas: 1<s<2

Sur chacun de ces graphiques on a représentérhefesees points Mx; y) tels quesO< y< 1.

0<x«<1

X+y<'s

1°)
L'énoncé nous dit qu®(S< s) est l'aire du domaine hachuré sur les graphiques.

On n’a pas a chercher pourquoi il en est ainsi.

On utilise les formules d’aires des figures uswellearrés et triangles (nul besoin d’avoir receudes
intégrales).

1* cas:0<s<1

P(S<9)=

N9,

2°cas:1<s<?2

: (2-9)
1¥*fagon : P(S< 5)=1- 5 (carré)

e g 2 .
2°facon: P(S<9)= > —-(s-1)° (triangle)

2°) A la question précédente, on a déterminé latfon de répartition F de S.

F(s)= P(S< 9

1% cas :0<s<1 f(s)=s

2°cas :1<s<?2 f(s)=2-s

Représentation graphique fi€a faire) :



La fonctionf est représentée par un « triangle » (on parledistribution triangulaire »).

e choix au hasard de deux nombres dans linterfalle.0]

» On modélise ce choix par le cougl¢; Y ) ol X et Y sont deux variables aléatoires indépetetaqui
suivent la loi uniforme suf0;10].

1°) Loi du maximum
Z=max(X;Y)

Z indique le plus grand des deux nombres X et Y.
Z estavaleurs darf®;10].

vte[0;10] F(t)=P(Z<t)
a) Justifions que I'événement « Z t » n'est autre que I'événement « XXt» N« Y <t ».

Pour que le maximum de X et Y soit inférieur ouléga il faut et il suffit que X et Y soient inférieunai
égaux &.

Z<t & Xt etY Kt

Il s’agit bien d’'une équivalence que I'on peut démner dans les deux sens :

SiZ<t,alorsX <t etY <t.
Si X<t etY<t,alorsZ<t.

On peut écrire I'égalité d'ensemble6Z < t)=(X < t)N(Y <t).

b) Calculons F (t) en fonction det.

Dans cette question, on cherche la fonction dertiépa de Z.

vte[0;10] F(t)=P(Z<1)

=P((X<t)N(Y <b))
=P(X<t)xP(Y <t) (carles variables X et Y sont indépendantes)
_t .t
0 10
tZ
100

c) Calculons f (t) en fonction de.

Pour obtenir la densiféde Z, on dérive la fonction de répartitiBrdéterminée auparavant.

T

vte[0;10] f(t)=F'(t)= 100 50

2°) Loi du minimum
T=min(X;Y)

T indique le plus petit des deux nombres X et Y.
T est a valeurs darf9;10].

vte[0;10] G(t)=P(T<t)
a) Justifions que I'événement «T >t » n'est autre que 'événement X >t » N« Y >t ».

Pour que le minimum de X et Y soit strictement sigué at, il faut et il suffit que X et Y soient strictenten
supérieurs &

T>t & X<t etYt
On peut écrire I'égalité d’ensemblegT. >t) = (X >t)N(Y >t).
b)

P(T>1t)=P((X>1N(Y > 1))
=P(X>t)xP(Y >t) (carles variables X et Y sont indépendantes)

:%x% (car les variables X et Y sont indépendantes)

- (10—tj2
10

c)



vte[0;10] G(t)=P(T<)
=1-P(T>t)
(10-t)°
100

=1- (inutile de développer)

d)

Pour obtenir la densité de T, on dérive la fonctlerrépartitior(s :

2><(— l)x(lO—t) _10-t
100 © 50

vte[0;10] g(t)=G'(t)=-

Les méthodes de Monte-Carlo

Livre Symbole TS programme 2012 page 415

La méthode d'intégration de Monte-Carlo, publiéel849, dans un article de Nicolas Metropolis enBtas °
Ulam, doit son nom aux jeux de hasard pratiquéoat®Carlo. :
Le développement de ces méthodes a eu un rolégittae majeur lors des recherches sur la bombdaien:
dans le laboratoire national de Los Alamos (Etais)u

INVIVINVININVIVIVINVININVIVIVVIVININVIVIVIIVINIIVIVIVIVVIVINVIVIVIVVIVIVVIVIVIVVIVINVIVIIIN
$
S
Contrairement aux méthodes ... , la précision dedthode de Monte-Carlo dépendant du générateur de§
nombres aléatoires utilisé. <

Livre Symbole TS page 217
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Partie 1. Méthode dite « du rejet »

La méthode du rejet peut facilement étre illusp@edes boulets que I'on envoie dans un lac.
En prenant la fonctioh: x —1—x2 dont la courbe est un quart de cercle, on peetuiter des valeurs

approchées de. La convergence est cependant trés lente (cflaiion sur le site de Thérése Eveilleau).
Aussi cette méthode n’est-elle pas employée paeraéner des valeurs approchéestde

Les variables sorft N, x,y, k, d, S.

Entrées :
Saisir la fonctiorf
Saisir un entier nature¥l >1

Initialisation :
d prend la valeur O

Traitement :
Pour k allant de 1 a NFaire

x prend la valeur d’'un nombre aléatoire dans I'veée [O ;l]
y prend la valeur d'un nombre aléatoire dans I'vade [0;1]
Si y< f(x) alors

I d prend la valeud +1
FinSi
FinPour

Sprend la valeu%

Sortie :
Afficher S




Recopier cet algorithme.

1°)

a) Quelle loi suivent les variables aléatoires X et ¥

X et 'Y suivent la loi uniforme stfi0;1].

b) A quelles lignes correspond ce choix ?

Il s’agit des lignes comportant les instructions :

«x prend la valeur d’'un nombre aléatoire dans I'ivade [O ;1] »

et

«y prend la valeur d'un nombre aléatoire dans I'ivaée [O ;1] »

2°) Quelle variable de I'algorithme contient la fréquerte des points situés dans le domairme?

On peut répondre de deux maniéres.

e La variable de I'algorithme qui contient la frégae des points situés dans le dom&nrest la variable S.

e La valeur de la variabl® donne la fréquence des points situés dans

3°) Programme sur calculatrice

Programme simple

Programme plus élaboré

sInput « N=», N
slnput « Y1=», Y1
:0—-D

: For(K,1,N)

: NbrAléat— X

: NbrAléat— Y
(If YYD (ouY <YL(X) plus logique)
: Then

:D+1->D

: End

: End

:DIN— S

:Disp S

SInput « N=», N
slnput «Y1=», Y1
: EffDessin
:0—D

: For(K,1,N)

: NbrAléat— X

: NbrAléat— Y
Sf Y <YL

: Then
:D+1->D

: PEAff (X,Y)
:End

:End

:DIN— S

:Disp S

Le programme élaboré est plus intéressant (adstme un cadre= .

Précisions concernant les deux programmes :

e On notera que, pour rentrer une fonction danscafmilatrice TI, on doit taper l'instruction :
Input " Y1=", Y1.

e Pour taper Y dans le programme, appuyer sur la to vas fpire les choix suivant : Y-VARS,
function, Y1.

e Pour I'exécution du programme, on tapex" ...." (mettre les guillemets).

Précisions concernant le programme plus élaboré :
e La commande EffDessin se trouve dsin) (I°entrée).

e Lorsque I'on fait tourner ce programme, on vodlbrd les points qui s’affichent a I'écran avare ge
s'affiche la valeur de S.

1
4°) a)Déterminons grace au programme une valeur approchéde A =I +1-x dx pour N =1000.

0

On rentre la fonctiofi: X —+/1-x en Yi.

En faisant tourner le programme padwir=1000, on obtient en sortie 0,674 (chaque éleve obtende valeur
différente étant donné que le hasard interviens deprogramme).

Donc A ~0,674.

b) Calculons la valeur exacte de A.

1
A :J- V1-x dx
0
1
_j (1-x)z dx
0
1
3 1 l— =41
:[—g( —x)i} (formule de primitivation :—ﬁ )
3 0 1
—+1
2 0
2
3

Comparons avec la valeur approchée déterminée avecprogramme.

On constate que la valeur approchée de A obtenue paogramme a seulement la premiére décimate.jus



Remarque On admet que la précision de I'approximation edtatdre de 1

Pour N =10 00C, ca peut étre trop long.

En faisant tourner le programme pair=10 00C, on obtient en sortie 0,6849 (chaque éléve obteende
valeur différente étant donné que le hasard irgatwlans le programme).

Donc A ~0, 6849.

Partie 2. Méthode de I'espérance

Entrées :
Saisir une fonctiom
Saisir un entier naturedl >1

Initialisation :
aprend la valeur 0

Traitement :
Pour k allant de 1 a Nraire

aprend la valeua+ f (x)
FinPour

Sprend la valeur%

Sortie :
Afficher S

x prend la valeur d’'un nombre aléatoire dans I'vadée [0 ; 1]

Recopier cet algorithme.

1°) Programme sur calculatrice

“Input «N=», N
SInput « Y1=», Y1
0= A

: For(K,1,N)

: NbrAléat— X
CA+Y1L — A

: End

:AIN— S

:Disp S

1
2°) Déterminons une valeur approchée de l'intégraleA =I +1-x dx a l'aide du programme pour
0
N =1000C.
En faisant tourner le programme pdir=1000, on obtient en sortie 0,673 (chaque éléve obtende valeur
différente étant donné que le hasard interviens daprogramme).
Donc A ~0,673.
La valeur approchée de A est assez proche deateb@ue par la méthode du rejet dans la partie 1.
En faisant tourner le programme padur=10 00C, on obtient en sortie 0,66476 (chaque éléve othteenne

valeur différente étant donné que le hasard irgatwlans le programme).
Donc A =0,66476.

1
3°) Déterminons une valeur approchée d& =I NJ1-x? dx alaide du programme pour N = 1000.
0

En faisant tourner le programme pdur=10 00C, on obtient en sortie 0,84067 (chaque éleve othteenne
valeur différente étant donné que le hasard irgatwdans le programme).

Donc B ~ 0,84067.

Il n’est pas possible de calculer B « a la maiomrfe peut pas trouver I'expression explicite d’prisnitive de

la fonctionx —~+/1-x*).

Néanmoins, avec la calculatrice, on obtieBt= 0,841309627.. .



Il est important de noter que le plan d’équation y+ z= t est orthogonal a la grande diagonale du cube
partant de O et allant au sommet opposé qui vierst rous (il a pour vecteur normal le vecteur deadannées
(1;1;1)).

Il est demandé de refaire les 3 graphiques (ededas coller).

2°)
Exprimons en fonction det le volume du solide représentant I'événement « St ».

1% cas:0<t<1

(U G &
ité V==xtx—=—
// cube unité 3 > 6
/
— *Q;r/ \\\\\\\\
S - y 2°cas 1<t 2
sl 1\>
/7 ]
]
1 3 _ _
\% —t——3><u'>< (t-1)
6 3 2
X 3 (t-1)°
v (=9
6 2
e On choisit au hasard un point du cube u#ité
3Fcas:t>3
e Ce choix est modélisé par le triplet; Y ; Z) de variables aléatoires deux a deux indépendantesnt la )
- . 3-t (3-1)
loi uniforme sur[0;1]. V=1-2""«
3 2
3
e On poseS= X+ Y +Z. V:l—(g_t)
On veut déterminer la loi de probabilité de S. 6
S est a valeurs dafg; 3.
On cherche don®(S< t) en fonction de.
X+Y+ 2=t
1°) L’événement «S<t » est représenté dans le cé@dgar la partie en dessous du plan d’équation On cherche lintersection X =1
X+ y+z=t. Y=1



Coordonnéegl;t ;t—2)

Distance3-t

Si0<t< 3, alors le plan d’équation X ¥ Zt coupe les faces du cube.

Sit<0, alors le plan d’équation X ¥ Zt ne coupe pas les faces du cube.

Sit>3, alors le plan d’équation X ¥ Zt ne coupe pas les faces du cube.

Si X, Y, Z suivent la loi uniforme sur l'intervall® ; 1], il 'y a pas de propriété dans le coursipla somme.

On passe par les volumes.

Vincent Jacob m'a écrit quela loi uniforme est avec le point O »
Déduisons-enP (S<t) en fonction det.
1% cas:0<t<1

t3
P(S< t):E

2°cas 1<t<2

3 e

p(sg t):L_M
6 2

3Fcas:t>3

_, (Bt
P(s<t)= 1—T

Grace aux résultats précédents, on a obtenu lédorae répartition F de la variable S.

1% cas:0<t<1

Fcas:2<t<3

3

3°) Déterminons la fonction de densité de la variable aléatoire S.

Pour obtenir la densité, on dérive F sur chaquezvatle.

1* cas:0<t<1

R t2

f(t)=F(t)==—=—
0=F=2 ="
2°cas 1<t 2

2 )2
f(t)=F(t)= %—g (on pourrait éventuellement développer et aeang

Fcas:2<t<3

(31 _(31)

f(1)=r()-->C 1); .



