Exercices sur généralités sur lois de

s probabilités a densite

Soitf la fonction définie sur Iintervallé =[0;1] par f (x) =2x.

1°) Tracer la représentation graphique dans le plan muni d'un repére orthonor(ﬁéii) d'unité 4 cmou

4 « gros » carreaux.
2°) Démontrer quéest une fonction de densité sur .
3°) On noteP la probabilité sur 'intervalle | admettahpour densité de probabilité.

On poseJ:B :ﬂ CalculerP(J).

4°) Soit X une variable aléatoire admettRmiour loi de probabilité.
Calculer I'espérance, la variance et I'écart-typexd

Soitf la fonction définie sur I'intervallé = [0 ; n] par f (x) =ksin x otk est un réel.

1°) Calculerk pour que soit une fonction de densité sur I.
2°) On noteP la probabilité sur 'intervalle | admettahpour densité de probabilité.
On poseJ=|a;b] olia etb sont deux réels tels que< a< b<n.

Calculer P(J) en fonction de etb.

La production quotidienne X d’un produit en toness une variable aléatoire continue qui prend/ak=surs
dans lintervallel =[0;10] avec la densité de probabilitdéfinie par f (x) = 0,006 10— X).

1°) Vérifier quef est bien une densité de probabilité sur I.

2°) Calculer la probabilité des événements suivants

A : «la production quotidienne est inférieure galé a 7 tonnes » ;

B : « la production quotidienne dépasse 6 tonnes ».

3°) Calculer I'espérance, la variance et I'écaptetyle X.

Soitf la fonction définie sur l'intervallé =[0; ] par f (x) = ksin® x ouk est un réel.

Calculerk pour que soit la fonction de densité sur l'intervalle I.
Pour cette valeur de tracer la représentation graphiquef dar I'écran de la calculatrice.

Soitf la fonction définie sur l'intervallé =[-1;1] par f (x)=1-| x|.
1°) Tracer la représentation graphigtiedef dans le plan muni d'un repére orthonor(’tmf,i).

On prendra 5 cm ou 5 « gros » carreaux pour urggtggue.
2°) Démontrer quéest une fonction de densité sur I.

@ Soita un réel strictement positif étla fonction définie sur l'intervallé = [— a; a] par f (x)= a—x.

1°) Comment faut-il choisia pour que soit une densité de probabilité sur | ?
2°) Soit X une variable aléatoire de densité

Déterminer la fonction de répartition F de X.

3°) Calculer I'espérance et la variance de X.

1°) Soitf la fonction définie sur lintervallé =[1; e] par f (x) =

x |~

1°) Démontrer quéest une fonction de densité sur .

Dans toute la suite, on considére une variabldaatéaX qui prend ses valeurs dans l'intervall@ingettant la
fonctionf pour densité de probabilité.

2°) Déterminer la fonction de répartition F de Xrater sa représentation graphique dans le plam dfun
repére orthogonal.

3°) Calculer I'espérance et la variance de X.

Soit F la fonction définie sur l'intervalle= [0 : g} par F(x) =1~ cosx.

1°) CalculerF(0) et F(gj

2°) Quel est le sens de variation de F sur | ?

3°) Déterminer la fonctiohqui est la densité de probabilité de la variabdataire X dont F est la fonction de
répartition.

4°) Calculer I'espérance et la variance de X.



3°) CalculonsP(J).
i
4 4

f (x)=2x sur l'ntervallel =[0;1] P(3)= J‘ 2 o dx:[ )q

Corrigé
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1°) Tragons la représentation graphique de.

4°) X : variable aléatoire continue admettdnpour densité de probabilité
f est la restriction d’une fonction linéaire & lemtalle 1.
i ) ) Calculons E(X), V(X) eto(X).
Sa représentation graphique est un segment.
e 1
E(X)=| xx f(x)dx (on applique la formule de définition)
v 0

lua. ol
2 =1 xx2xdx

2
2°) Démontrons quef est la fonction de densité d’'une probabilité®. "3
e ConditionC,; : )
v(X)=| (x-E(X ))2>< f(x) dx (on applique la formule de définition)
f est définie et continue stln&[o ;1] (comme restriction d’une fonction linéaire a léntalle I). Jo
1 2
e ConditionC, : -J, (X_fj x2x dx
1
f est positive ou nulle sur I. = (Xz_i" x+£’)><2xdx
Jo 3 9
e ConditionC, : ! 2
: | (208 B i
J 0 3 9
1 1 i
.[ f(x)dx:j ox [ ] = £ G- X 8¢ 4]’
= 4 —
° ° 2 9 9|
Donc les trois conditiong,, C,, C; sont vérifiées, d'oti est une fonction de densité d’'une probab#ité _1
18

On peut aussi utiliser la formule de Keenig-Huyg@sst méme la méthode la plus simple donc a gigur).



V(X)= .1x2xf(x)dx—[E(X):|2 ) @I:ksinx dx= 1

J o

o1 " @kj sinx dx=1
= 0x2x2xdx—[E(X)] [o ]
< k[-cosx]® =1
0
el
=| 2¢ [ E(X]
0

26

4
9

< k(- cost+ cosP=
& k=1

<:>k:1
2

Conclusion :k :%

1
2 J 1.
Doncf est définie parf (x) = Ssinx.

1
18 Il est possible de tracer la représentation graphatef sur I'écran de la calculatrice graphique.

2°) J=[a;b] ((a;b)eR?tel qued<a<bsn)

o(X)= v X) :\/% :%:?12 (ou% : pas forcément mieux)

f (x)=ksinx (xe[0;x])

CalculonsP(J).

"1
P(J):I Esinx o

a

b
o 2 . . o . == sinx
1°) Déterminonsk tel quef soit une densité de probabilité sur [0 r]. 2).
Pour qud soit une densité de probabilité s{Or; Tr] , f doit vérifier les 3 conditions suivantes : = E[_ cosx]z
1 1 ok
« ConditionC; : =5cosan7 co
_ cosa-codh
f doit &tre continue sy0;n] ce qui est bien le cas (restriction d’une fonctontinue a lintervalld0; n]). - 2
¢ ConditionC, :

On sait quevxe[0;n] sinx> 0 donc le signe df sur[0; ] est donné par celui de £ (x) = 0,008 10c- ¥) définie sur[0;10]

f doit étre positive ou nulle s{iB; n] donck > 0.

1°) Vérifions quef est bien une densité de probabilité sur [0 ; 10].
e ConditionC; :

e ConditionC, :

On doit avoirJ- f(x) dx=1(1). f est continue et définie sur [0 ; 10] comme restiicd’une fonction polyndme a l'intervalle [0 ;110
0

e ConditionC, :
vxe[0;10] f(x)=0,006x( 10- X)



vxe[0;10] x>0 et10-x> 0

Donc Vxe[0;10] x(10-x)> 0d'ol ¥xe[0;10] f(x)>0.
On aurait éventuellement pu faire un tableau desiy

e ConditionC; :

J-mf (x) dx:J-m0,00E{ 1 X)

0 0

=0, 006.[ (10x— xz) &

0

X3 10
=0, ooa{ 5¢ —}

3 0
= o,ooa( 5)0—%00)

:0,00&5—20

=0,002x 50(

=1
Les conditionsC;, C,, C; sont vérifiées.
On en déduit quef est une densité de probabilité sur [0 ; 10].
On peut visualiser cette densité de probabilitélsaran de la calculatrice.

2°) X : variable aléatoire continue admetthpbur densité de probabilité

e Calculons la probabilité de I'événement A : « La ppduction quotidienne est inférieure ou égale a 7
tonnes ».

P(A): P(X <7)

:J:f(x)dx

= 0,00GI ( 1x— x2) dx

0

7
~ 0,006 5¢- X
3 0

:0,006><49<2

=0,784

La probabilité que la production quotidienne soit nférieure ou égale a 7 tonnes est égale a 0,784.

e Calculons la probabilité de I'événement B : « la wduction quotidienne dépasse 6 tonnes ».

P(B)=P(X >6)
=P(X>6)

:Ilof(x)dx

6

(on peut aussi écrird®(B) = P(6< X <10))

10
:o,ooeI (1&-%) &

6

10
~0,004 5¢- X
3 6

:O,OOGX(SOG—£3OO— 186 7}

=0,006><ﬂS
3

=0,352

La probabilité que la production quotidienne dépass 6 tonnes est égale a 0,352.

1 On peut vérifier tous les résultats grace a lautaidce. Il est conseillé de rentrer une fois pmutes la
I fonction Y1=... pour éviter d’avoir a retaper a chaque fois I'egsion.

10
I Par exemple, sur la calculatrice, on t+e Y1(X) dX.

6



3°) La variance de X est égale a 5 (unité : tonne aé)a

e Calculons I'espérance de X. e Calculons I'écart-type de X.
10
E(X):.[ xx £ (x) dx o(X) =V (x) =6
0

10 L'écart-type de X est égaléﬁ (unité : tonne).
:o,ooaj x( 10 x) dx

° [4]

10
_ 2 _ 3 N N gzs . . A
_0,006'[0 (10( X ) & (les parenthéses a l'intérieur detégrale sont obligatoires) f(x)= Ksin? x sur[O ;n] ol ke R

10¢ %]
:0,006{ 3 —4} Calculonsk pour quef soit la fonction de densité d’une probabilité® sur I'intervalle [0 ; .

0
3 10 e ConditionC,; :
:0,00{ 1(3»( —)Lﬂ
04 f est continue sur | car la fonctiam— sin® x est continue sur cet intervalle.
:0’00&(10x 10 _10}
3 4 e ConditionC, :

_0.006x¢ 10" 10
- 3 1 vxe[0;n] sin® x> 0 doncf est positive ou nulle sur | si et seulemenk 5i0.

10000
=0,006x [7— 2 0(3 « ConditionC, :
=5 Déterminons tel queI f(x)dx=1 (1).

0

On vérifie ce résultat a la calculatrice. x
® < I ksin® x dx=1
L'espérance de X est égale a 5 (unité : tonne). 0

"1-cos X o
e Calculons la variance de X. < kj ————— dx=1 (linéarisation)

0 2
10 k sin2x]”
& —| X— =1
v(x):j x®x £ (x) dx-[E(X)] 2[ 2 L
0
10 & fx(n—O)zl
:o,oosj % x(10¢- X) dx-5° 2
0 k
& —xn=1
10 2
— 3_ 4 —
_o,oosj‘0 (10¢-x') dx- B PR
T
4 5710 4 4
=0,00 LU 5 (plutdt que—lox , 0N peut écrireSi) ———————————————————————————————
4 5], 4 2 1
16 10 1 L . . Y
=0, 006x [7_7J_ 2t I Pour calculer] sin®x dx a I'aide de la calculatrice, on est obligé de tal e(sm X) dx.
4 5 0 0

=0,006x( 25000 20000- 2
=30-2¢
=5



F(x)=1-| x| (xe[-1:3)

1°) Tragons la représentation graphiquez” def dans le plan muni d’un repére orthonormé(O,T,T) .

vxe[-1;0] f(x)=1+x

vxe[0;1] f(x)=1-x

La fonctionf est une fonction affine par intervalles.

Sa représentation graphique est la réunion de siegients.

On peut vérifier la représentation graphique stecrfin de la calculatrice.

2°) Démontrons quef est une densité de probabilité sur [- 1 ; 1].

e ConditionC; :

f est continue sur | car c’est la composée deﬁeﬂmx»—»\ X \ continue suiR suivie de la fonction

x+—|1-x| continue suR.

e ConditionC, :
f est positive ou nulle sur I.
On peut répondre graphiquement a cette question.

On peut également faire une démonstration algébriqu

vxe[-1;1] |x|<ldoncvxe[-1;1] 1-|x|>0.0nen déduitquexel f(x)>0.

e ConditionC; :
1¥®méthode : calcul d'intégrale
vxe[-1;0] f(x)=1+x

vxel[0;1] f(x)=1-x

1 0 1
.[ f(x) dx:.[ f(x) dx+j f(¥ dx (relation de Chasles pour les intégrales)

-1 -1 0

:J-D(1+x) dx+J-1(1— X) &

-1 0

IR
=X+ | +|x——=
2 -1 2 0

Vérification possible a I'aide de la calculatrice.
2° méthode : raisonnement géométrique par les aires

On peut aussi utiliser un raisonnement géométriguetilisant les aires.

En effet, l'intégrale de la fonctidisur I'intervalle [- 1 ; 1] correspond a I'aire domaine sous la courbe de la

fonctionf sur cet intervalle.
Or la courbe représentative figur l'intervalle [- 1 ; 1] est la réunion de desegments.
Le domaine sous la courbe représentativesie cet intervalle est un triangle.

Un simple calcul ou une simple observation géomé¢ripermet de voir que I'aire de ce triangle eatetg une

unité d'aire.

Voici comment on rédige alors :

L’aire sous la « courbe » de la fonctibest égale a:ZTXl=1 u. a (formule de l'aire d'un triangle).

On en déduit quef est une densité de probabilité sur [- 1 ; 1].



(6]

a>0

f(x)=a-x (xe[-a; a))

1°) Déterminonsa pour quef soit une densité de probabilité.

e ConditionC,; :
vxe[-a;a f(x)=0
e ConditionC, :

f est continue sur lintervallp-a; a].

¢ ConditionC; :

Ji f(t)dt= ra(az -t°) o

3 3
PP
3 3
_4a
3

) [ .. 4a®
On doit avoir | f (t) dt=1d'ou T:l.

-a

On en déduit qua:i/%

2°) X : variable aléatoire de densfté

Déterminons la fonction de répartition F de X.
Vxel-o;-d F(x)=0

vxela;+o  F(x)=1

vxe[-a;a F(x)=P(X<X

On peut remplacex pari/g .
3°)
e Calculons I'espérance de X.

E(X)=| xxf(x) dx
=| x(a®-x)dx
=| (a%-x)dx (les parenthéses a l'intérieur detéigrale sont obligatoires)

-a

X xT
2 4],

|
O M1 e

On peut tout de suite dire que I’interva[lea; a] est centré en 0 et que la fonctfarst paire donc que
I'espérance de X est nulle.

On dit dans ce cas que la variable X est centrée.



e Calculons la variance de X.

e a

V(X)= axzxf(x)dx—[E(X)]Z

- 'aXZ(az_XZ)dx—oz

= (azxz— X“) dx—0?

||—|
%
w|*,
|
o>
|
>
.

1

= 2
Sachant qu@‘f/g :(gjs, on peut aussi écri ei/g
4 4 4

X : variable aléatoire continue qui prend ses valeians| = [1; e] et qui admet la fonctioh: x »—>1 pour
X

densité de probabilité

1°) Déterminons la fonction de répartition F de X.

Rappels :

® Définition

F est la fonction définie stit par F(x) = P(X < X).

@ Expression

X est une variable aléatoire qui admet pour densigfonctiorf définie sur un intervall{sa; b] (a<bh).

La fonction de répartition F de X est la fonctidgifidie surR par :
VXe]—oo; a[ F(X):O

vxe[a; b F(x):JHf(t) dt

vxelb;+oo  F(x)=1

vxel]-o; F(x)=0

X

vxe[l;€ F(x):J f(t) ot

1

vxele;+o[  F(x)=1

On trace la représentation graphique de la resinicte la fonction In a I’intervallfl; e].

2°)

e Calculons E(X).

E(X):J XXf(X)dXZI XX1 dx:J ldx= e .
1 1 X 1




e Calculons V(X). On effectue une intégration par parties.

On poseu’(x) =sinx et v(x) = x.

V(X):[I X2 x f(x)dxj—[E(X)]2 On a alorsu(x) = - cosx et v'(x)=1.
1
:jexle dx—(e- 9’ 3 :
% E(X)= —xcosx]o—J‘o—coy o
:J- x dx—(e-1)* =0-0+[ sinx ]2
1
o =1-0
2
=|—| —(e-— =1
5 e
- ezT—l_(e_ ])2 e Calculons V(X).
_ (e=(e+1) ~(e-1y° D’aprés la formule de Koenig-Huygens :
2
_(e-3[(er)-q e1)] : 2
> V(X)=| Xsinxdx-[E(X)]
_(e-1)(-e+3 ’
2 =
:(9_72(3_9) Pour calculer l'intégrale :J- ’ x’sin x dx, on effectue une double intégration par parties.
0
On constate que le résultat est bien positif owcewdui est rassurant : le résultat d’'une variastéoujours On effectue une double IPP parce quavec une $BBl@n retombe sur une intégrale que I'on ne sait p
positif ou nul. calculer.
On poseu,'(X)=sinx et v, (X) = ¥
U (X)=-cosxetv,'(x)=2x
F(x) =1- cosx (XE[O;%:D 9 -9
1°) Déterminons la fonctionf qui est la densité de probabilité de la variableléatoire X dont F est la I= [— x? XCOSX}E —I (- 2xcosy)
0

fonction de répartition.

2
On utilise une propriété du cours. =0+ ZJ- X cosx dx
On sait que la fonction de répartition a pour d&gila fonction de densité. 0

=2j2xcosx &
0

VX€|:0;21| f(x)=F'(x)

. 2
On calcule enswté:j X Ccosx k.
0

=sinx
2°)

e Calculons E(X). On pose U,"(X) =cosXx et v, (X)

= X.
On a alorsu, (X) =sinx et v,"(x) =1.



= (2
J:[xsinx]g—J sinx o

0

=g+[ cosX ];’2‘

T4
2

On reprend alors le calcul de | :
= z(ﬁ—lj
2
=n-2
On achéve enfin le calcul dé(X ).

V(X)=n-2-1
=n-3



