TS Lois normales

Introduction :
Rappels sur les chapitres précédents :

On a défini la notion de loi de probabilité contndéfinie par une densité de probabilité puis o deux cas
particuliers trés importants de lois a densité utoforme sur un intervall{aa; b] et la loi exponentielle.

Objectif de ce chapitre :

Dans ce chapitre, on va définir des lois de prdbéliiés importantes s : les lois normales.

C’est le dernier type de loi a densité que noudiétans cette année (d'autres lois, présenteastaltulatrice,
seront étudiées dans I'enseignement supérieur).

Ce chapitre est I'aboutissement des chapitres gedte et va permettre une application aux intezsalle
fluctuation et de confiance.

Le mercredi 16-4-2019
Cours sur loi normale

Plage de normalité

P(—1,96< X< 1,9§= 0,95000434¢

P(-15< X<19

Partie A : Loi normale centrée réduite

I. Fonction de densité
1°) Définition
On considére la fonctiohh R — R
X |_>ie7%2
J2n
2°) Propriété

f vérifie les 3 conditions :

C, : f est définie et continue si.

C, : f est positive ou nulle sl (cela signifie « & valeurs positives ou nulleseiie est méme a valeurs
strictement positives).

X 0
C, : On admettra sans démonstration djira f(t) dt+ lim j f(t)d=1

© y—o>—-x
0
(ces deux intégrales ne peuvent se calculer caeqeut pas donner une primitivefdmus forme explicite).
+o0

Cs peut aussi s’écrirej f (t) d =1. En terminale, on évite ce type d'écriture (ilgstad’une intégrale

—o

impropre ce type d'intégrale n’est pas au prograjnme
On dit quef est undonction de densitésurR.

3°) Etude de la fonctionf

Dans la deuxiéme partie du cours sur I'exponestielh avait étudié les fonctions du type- g (aveck une

constante réelle strictement positive). On avaiamment observé les courbes, la décroissanceapeterde
ces fonctions.

On note?” la courbe représentative de la fonctiaans le plan muni d’'un repére orthogonal.

e Parité
. 1 e
vxe R -X)=—/=—=e 2
( )JE
_ 1 5
N
vxeR =f(x)

Doncf est paire.



Par conséquent, sa courbe représent&fiealimet I'axe des ordonnées pour axe de symétidg repére est
orthogonal).

e Dérivée

f est dérivable suR par les propriétés algébriques et de composition.

1 - .
vxeR f'(x)= x(— X)xe 2 on utilise la formulde" ) '=u '€’
(9= x(-Hxe 7 4e)=u'e)
x X
————e 2
e
X —o0 0 oot
Signe de—i + 0
NE
X + +
Signe dee 2
Signe def '(x) + 0 -
1
N
Variations def
0 0

Ona: lim f(x)=0 et lim f(x)=0. Ces limites sont obtenues par limites de composée
X+ X—>—o0

Ces deux limites nous permettent de dire que lebe¥%l admet I'axe des abscisses pour asymptote hoaisont
en +o et en —eo.

4°) Représentation graphique

(6] X

Cette courbe est appeléeurbe de Gausgou « courbe en cloche »).

On peut interpréter I’égalit{ f(t) d=1endisant que I'aire du domaine compris effret I’axe(Ox)
est égale a 1 u. a. (pour cela il faut accepteéééid’aire finie d’'un domaine infini, qui est eiit fane limite
d’aire).

On doit accepter I'idée d’aire finie d’'un domaimdini (qui est en fait une limite d’aire comme ndiaons vu

dans le chapitre sur la loi exponentielle).

II. Loi normale V(0 ; 1)

1°) Définition

On appelldoi normale centrée réduiteouloi normale A/(0 ; 1) (ou loi gaussienne) la (loi de) probabilRé
surR admettant la fonctonR—— R pour densité de probabilité.

1 -2
X pb—>»-——=—e?
Ne

2°) Probabilité d’un intervalle fermé borné (expresion intégrale d’une probabilité)

b 2
1 -L
——e 2 dt.

N

Pour tout intervalle [a; b] deR (a<b), ona: P([a; b])—‘[

Cette intégrale ne peut pas étre calculée de neaei@cte (voir utilisation de la calculatrice ouatgiciel).

b 2
Théoriqguement, on peut écri% %e 2 & =F(b)- F(a) eeelotF est une primitive de la fonction
T
a
X
fix——e 2.
N2n

Cependant, il n’est pas possible de détermineexpesssion explicite d'une telle primitive.
C’est pour cette raison que I'on utilise la caltudz.




P([a; b])

3°) Une valeur remarquable a connaitre

A cause de la symétrie de la courbe, I'aire sousiabe sur I’intervalld— 0] 0] est égale a l'aire sous la

i Y
courbe sur lintervalld0;+ oo ; elles sont donc toutes les deux egalezs @ a.

On peut donc écrire :

P([0:+e[)=P(]-;0])=

N

4°) Variable aléatoire

On dit qu’'une variable aléatoire X suit la loi n@de centrée réduite de pour exprimer qu’elle adenfinction
f pour densité de probabilité.

L -e
Pour tout couplda; b) de réels tels qua< b, on a donc P(a< X < b):I Lew o

a2n

5°) Utilisation de la calculatrice
X est une variable aléatoire qui suit la loi noreneéntrée réduite.

Tous les calculs seront effectués a la calculatriseobtiendra donc des valeurs approchées.

Plutot que d'utiliser les fonctionnalités permettda déterminer une valeur approchée d'intégrales
obligerait a taper I'expression de la fonction @éesité, on utilise les fonctionnalités de calcidpdobabilités
incorporées dans la calculatrice.

Pour les calculs, on utilise la commande normalF@éps’obtient gracg2nde] (distrib)).
En dépit de son nom, cette commande ne correspmexactement a la fonction de répartition deila lo
normale.

« Calculer P(-1< X<1).

TI Casio
2 (normalFRép( si la calculatriceedst | [MENU] 2 (STAT)[ F§ (DIST)__FL (NORM)
frangais ou normalcdf( si la calculatrice est en F2| Ncd
anglais)
Renseigner ainsi :
) 1] 6], 1 Normal C, D
Lower: -1
Les deux derniers nombres correspondent Upper : 1
respectivement a I'espérance 0 et a I'écart-tyfe b | 5 : 1
loi normale centrée réduite. p:0
Save Res : None
On obtient 'affichage : 0,6826894809. Execute

Calc

On obtient I'affichage :

Normal C,D :
P :=0,68268949

On écrira :P(— 1< XK 1) ~ 0,68% (valeur arrondie au millieme).

¢ Sans considérer de variable aléatoire, on pourea €in notanP la probabilité de loi normale centrée
réduite, que la valeur arrondie au centieméPde-1;1]) est 0,683.

Il est possible de faire apparaitre la probabditéune graphique.




TI Casio

(dlistrib)

Sélectionner DESSIN ou DRAW.

Utiliser la fonction OMBRENORM ou ShadeNorm.
Taper la valeur de puis la valeur dé.

Le domaine apparait en couleur ainsi que son aire|c
qui donne la probabilité cherchée.

Sélectionner DRAW et (F6) au niveau de Execute.

e Calculer P(X <1).
1% méthode : (méthode la plus rigoureuse « théoriqueamt »)
P(X<1)=P(X<0)+ P(0< XK1
=0,5+P(0< X <1)
On utilise la calculatrice pour calcul®(0< X <1).
On obtient I'affichage : 0,8413447399.
On a doncP(X <1)=0,841344739..
2° méthode : (méthode un peu moins rigoureuse)

On utilise 'approximation qui consiste & rempla&{fX <1) par P(— 10¥ < X< 1) pour laquelle I'erreur
commise est négligeable.

En fait, on peut mettre — 1000 a la place-d&0™ (si I'on ne veut pas taper I'exposant), vu quedarbe de
Gauss « descend » trés vite.

Le calcul deP(— 10° < X< 1) est immeédiat par la calculatrice (¢a ne prend ademps).

On obtient I'affichage : 0,8413447404.
Il'y a une différence avec la premiere méthodesgsitue au niveau des trois derniéres décimales.
Il'y a donc une différence de 0,0000000005 enseaffichages des deux résultats.

L'astuce permet de donner la valeur arrondie aliemie de la probabilité cherchée sans aucun prablem

Donc P(X gl) ~ 0,841 (valeur arrondie au millieme).

Sans considérer de variable aléatoire, on pourea €in notanP la probabilité de loi normale centrée
réduite, que la valeur arrondie au centiémeP{g- = ;1]) est 0,841.

« Calculer P(X>0,5).

1°® méthode :

P(X >0,5)=P(X>0)-P(0< X< 0,9
=0,5-P(0< X<0,5)

On utilise la calculatrice pour calcula(og X< 0,5).
En regle générale, on tape le calcul d’'un coup.

On obtient I'affichage : 0,3085375322.

2° méthode :

On utilise I'approximation qui consiste a remplaﬂ-‘.(rx >0,5) par P(O,Sg X< 10’9) pour laquelle I'erreur
commise est négligeable.

On obtient I'affichage : 0,3085375327.

Donc P(X >0,5)~ 0,30¢ (valeur arrondie au millieme).

On peut aussi utiliser des logiciels de calcul.
Autrefois, on utilisait des tables numériques.

6°) Propriété liée a la symétrie

X est une variable aléatoire qui suit la loi noreneéntrée réduite.

Pour tout réelu, P(X<—u)=P(X > u)=1-P(X< u).

10



P(X<-u) P(X=u)

—u (0 u

Cette propriété se justifie par la symétrie dedarbe.

I1l. Fonction de répartition

1°) Définition

On retrouve la méme définition que pour une vaeaéatoire quelconque.

2°) Interprétation géométrique

F(x) est I'aire du domaine sous la courbef delensité de probabilité de la loi normale centékiite) sur

l'intervalle ]— 0 x] (aire du domaine compris entre la courb@ ¢ I'axe des abscisses sur cet intervalle).

3°) Propriétés de la fonction de répartition

e F est continue et strictement croissantelfsur

e lim F(x)=1et lim F(x)=0

X—> -+

X est une variable aléatoire qui suit la loi norene¢éntrée réduite.

On appellgonction de répartition de X la fonction F qui & tout réelassocieF(x) = P(X < ).

X<

X

En notanf la fonction de densité associée & X, on a dofxg = lim .[ f(t) dt (ce que I'on peut écrire :
yo—»
y

F(x):J: £(t) db).

11

X ’ — 0 o
1
Variations de F 0

Nous admettrons que F est dérivableBat Yxe R F(x)= f(X).
La dérivée de la fonction de répartition donnedasité.

4°) « Inversion » de la fonction de répartition

e Propriété

Pour tout réel a.e ]0; 1], il existe un unique réel tel que P(X < u)=a.

12



e Démonstration

Cette propriété résulte du TVI appliqué a la fametF dans sa forme générale : pour mm]o;l[, il existe un
unique réeli tel queF(u) =a c'est-a-direP(X <u)=a.

La valeur des dépend de:.

e Remarques

- Le terme « inversion » fait référence au caractgiectif de la fonction F d& dans]0; 1 c’est-a-dire

existence et unicité d’un antécédenbdear F.

F établit une bijection d& dans l'intervalle]0; ] et vxe R a=F*(u).

- Il n'existe pas de formule donnamen fonction dex. |l n’y a aucun moyen de calculeen fonction dex

(pas de formule).

La seule valeur de pour laquelle on peut donner la valeurudsans calcul) esk = 0,5 pour laquelleu=0.

C’est le seul cas ol 'on pourra écrire un sigrégllité.

Le mardi 9 mai 2017

A propos de I'exerciceP(T < u) que j'ai corrigé ce jour avec les terminales.
Pour P(X < u) =a, il N’y a aucun moyen de calculeren fonction dex (pas de formule).
La seule valeur de pour laquelle on peut donner la valeurudsans calcul) esk = 0,5 pour laquelleu =0

oup.

C’est le seul cas ou I'on pourra écrire un sigrémllité.

En pratique, on utilise la calculatrice.

Signe deu :

- LorsqueO<a < 0,5, u<0 etlorsqued,5<a <1, u>0.

- Lorsquea =0,5, u=0.

o Utilisation de la calculatrice sur un exemple

Chercher le réal tel que P(X < u)=0,975.

13

Calculatrice TI-83 Premium CE

FracNormale

ou

Exemple :

On suppose que X suit la loi normale centrée réduit

P(X<u)=0,3

LEFT

—0,5244005101

aire : .975
n:0
c:1l
Tail : GAUCH CTR DROIT
Coller
aire : .975
n:0
c:1l
Tail : LEFT CENTER RIGHT
Coller
P(-u<X<u)=0,3 P(X>u)=0,3

CENTER

RIGHT

{-0,3853204726 0,3853204726pP,5244005101

14



Tl

Casio

3 (FracNormale( )
0975[] 4 1

On obtient I'affichage : 1,959963986.

On n’est pas obligé de fermer la parenthése.

On n’est pas non plus obligé de mettre 0, 1.

MENU]| 2 (STAT) F§ (DIST) FiL (NORM)

F3| (InvN)

Renseigner ainsi :
Inverse Normal
Area : 0,975

c:1l

n:0

Save Res : None
Execute

On obtient I'affichage :

Inverse Normal :
x =1, 95996398.

IV. Intervalles centrés en 0

1°) Probabilité d’'un intervalle centré en 0 (ou syrétrique par rapport a 0)

e Propriété

Pour tout réel u>0,0ona: P(-u< X< u)=2P(0< X< u)=2P(X< u)-1.

e Démonstration

P(—u< X< u)=2P(0< X< Y=2( AX< - RX<0)=2( RX< §-09= 2R X< Yy

symétrTe de la courbe

Il est important de savoir retrouver les relatideda propriété graphiqguement.

2°) Propriété d’encadrement (valeur seuil)

e Enoncé

Pour tout réel a.e |0; 1], il existe un unique réelu, >0 tel que P(-u, < X< u,)=1-a.

15

u, < X<y, )=1-a

o

On en déduit qué (X <-u,)




e Démonstration

P(—ugX<u)=1-a & 2P(X<u)-1=1-«a
& 2P(X<Uu)=2-a

& P(X< u):l—%

aelo;] donc%e}o;l[

2
Par suite;L—geF J{
2 ]2

Par la propriété d'inversion de F, on sait qu'iiséa un unique réal, >0 tel queP(X < ua):l—%.
3°) Valeurs a connaitre

Il nexiste pas d’expression explicite de en fonction dex.

* On doit connaitre les valeurs approchées suivantes

Uy s~ 1,96 et u, o, ~ 2,58.

On adoncP(-1,96< X< 1,9~ 0,9 et P(—2,58< X< 2,58~ 0,9.

o Pour obtenir ces valeurs, on utilise la calcutata partir de I’égaliteP(X < uu) = 1—%.

Par exemple, pout = 0,05, 0N aP(— U 45 < X < Uy o5) = 0,95) S0it P(X = Uy 15) =0,975.

1-0,05= 0,9¢

—Up 05 0 U 05 ~ 1,96

On utilise la fonction de répartition de la loi nale centrée reduite pour trouver une valeur apyg®deu, o
(et méme plutét I'« inverse » de la fonction deargiion de la loi normale centrée réduite).

17

TI Casio

3 (FracNormale( ou invNorm( ) |[MENU] 2 (STAT) F§ (DIST) FlL (NORM)

F3| (InvN)
0975[] 4, 1

On obtient I'affichage : 1,959963986.

Renseigner ainsi :
Inverse Normal
Area : 0.975

c:1l

n:0

Save Res : None
Execute

On obtient I'affichage :

Inverse Normal :
X =1.95996398.

V. Espérance et variance

1°) Définition

e L'espérance (ou la moyenne) d’une variable aléatdiqui suit la loi normale centrée réduite estruze
par la formule

0 B
E(X):AILnij xx f(x) dx+ BILanI x< f(%) dx
A 0

¢ La variance d'une variable aléatoire X qui suitdienormale centrée réduite est donnée par ladtegm

B

V(X):JLn]wJA:(x—E (X))’ x f(x)dx+BILn2w.[0 (x-E(X))'x f(ydx

Cette définition prolonge au cas d’une densiténi€8urR la définition donnée pour une loi de probabilié s

un intervalle[a; b].

2°) Propriété

On considére une variable aléatoire X qui suibiabrmale centrée réduite.
E(X)=0

V(X)=1

On a immédiatement (X) =,/V (X ) =1.
18



Cette propriété justifie I'appellatia¥(0 ; 1) parfois employée pour désigner la loi ndent@ntrée réduite : les

parametres 0 et 1 font référence a I'espérancéaetariance.
3°) Démonstration
e Espérance

On considére deux réefsetB.

2

8 1 f°® £ 1
xx f(x) dx=——= xxe ? dx=—
J.O () \IZEJ.O \/21'C|:

J.AOXX f(x) dx:\/;_n[ef—lj

Par passage a la limite, en faisant tendre B ver®tA vers —o, onobtient E(X)=0.

X
@
NN
| E—|
o @
I
Sl
VR
P
(‘DI
| ®,
Ne—

* Nous admettrons le résultat pour la variance.

Partie B : Loi normale dans le cas général

I. Généralités

1°) Définition

O

Propriété (admise sans démonstration, voir graphiqe) :

La représentation graphique gledmet la droite d’équatior=p pour axe de symétrie dans le plan muni
d’'un repére orthogonal.

X-—p
o

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi normale #(u ; c?) si la variable Z = suit la loi

N ;1).

2°) Densité

Nous admettrons sans démonstration que la loi Herti@ ; o%) est associée a la densité
_ew?

g:t— e ¥ |

1
Jor o

Ce résultat ne sera pas utilisé cette année.

Néanmoins, I'allure de la représentation graphidgiéa fonction de densité de la loi normale d’eapéep et
d’écart-types est importante.

19

En effet, pour tout rédl, on ag(p+h)= g(p—h).

y
X
y
1 1
2 2
X
© 1

Comme pour la loi normale centrée réduite, il njegst possible de déterminer une expression exptidine
primitive de G. On utilisera a nouveau uniqguemerglaulatrice.

20




3°) Espérance et variance

Si X suit la loi normaleV(u ; 62), la variable aléatoir@ = X-u est appeléeariable centrée réduite
(¢

associée a X.

Nous admettre sans démonstration que I'espérankevdety ; sa variance vau?.
Son écart-type est donc égat.a
En effet, on aX = u+6Z. On applique les propriétés connues de I'effehd’transformation affine sur

I'espérance, la variance et I'écart-type d’'unealale aléatoire discrete en admettant qu’elles mestaiables
pour une variable aléatoire continue.

La loi M(u ; 6®) est communément appeléénormale d’espérance ou moyenng et d’écart-type .

Attention, en pratique la lIoV(5 ; 9) est la loi normale d’espérance ou de mogénat de variance 9 donc
d’écart-type 3.

4°) Utilisation de la calculatrice pour calculer ds probabilités

On se place dans le cas d’une variable aléatoiaiXuit la loiV(u ; 6%) et I'on souhaite calculer
P(ag<X < b).
On n’est pas obligé de passer par la variable @emé&duite associée pour calculer les probabilités.

Tl Casio

2 (normalFRép( si la calculatriceedst | [MENU] 2 (STAT) F3 (DIST) FL (NORM)

frangais ou normalcdf( si la calculatrice est en

anglais) Ncd

On tape la valeur de
On tape la valeur de
On tape la valeur de
On tape la valeur de.

Renseigner ainsi :

Normal C, D

Lower : on tape la valeur de

Upper : on tape la valeur e

o : on tape la valeur donnée par la loi
p : on tape la valeur donnée par la loi

Attention c'est biers que I'on doit taper en dernier gSave Res : None
non o2. Execute

Calc

5°) Influence des paramétreq et o sur I'allure de la « cloche »

La courbe de la densité de la loi normal@. ; c?) admet la droite d’équatior=p pour axe de symétrie si le
repeére est orthogonal.

En effet,vVte R g(p+t)=g(n-t).

Selon les valeurs dg le maximum est plus ou moins grand, la « clocketplus ou moins élargie.

Plusc est petit, plus la cloche est « haute » (et reSsseutour de I'axe de symétrie).
Plusc est grand, plus la cloche est « aplatie ».

Le paramétres donne la dispersion autour de I'espérance.
21

6°) Utilisation des lois normales

On utilise les lois normales dans deux nombreuxesaes issus de phénomeénes naturels trés fréqgigéoisla
désignation de loi normale), qui résultent de litidd de plusieurs causes indépendantes (par exctagtaille
d’un individu, le taux de cholestérol, des erredgsnesures...).

On étudiera quelques exemples de modélisationgmalois normales en exercices.

Il est 'emploi du mot « modéle » et la définitida ce gqu’est un modéle. Cette notion de modéle est
aujourd’hui trés largement utilisée et il seraitrinage d’en avoir une définition tronquée.

Un modele est une maquette, une image simplifiéeedtéalité trop complexe pour étre appréhendég skan
globalité. La plupart du temps les modeles soatfaik prédictifs et explicatifs, comme par exenipke
modeles climatiques, et I'accent est le plus sounes sur le volet prédictif.

La pertinence de la modélisation d’une situatiaa $&oquée a I'occasion de quelques exercices.
Néji le 22-5-2013

L'énoncé précisera toujours qu’une variable aléataie suit la loi normale (il donnera aussi les
parametres).

1. Fonction de répartition

1°) Définition

X est une variable aléatoire qui suit la loi norendi(u ; ¢2).
On appelléonction de répartition de X la fonction F qui a tout ré)ehssocieF(x) =P(X<x).

X

En notang la fonction de densité associée a X, on a d&fxg) = lim J- g(t) dt (ce que I'on peut écrire :
yo—o
y

F(x):JiX g(t) dt).

On a égalemenkE(x) = P(X < x) car X est une variable aléatoire continue.
2°) Interprétation géométrique

F(x) est aire du domaine sous la courbegdrir I'intervalle -« ; x| (aire du domaine limité par la courbe
deg et I'axe des abscisses sur cet intervalle).
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Ill. Plages de normalité
1°) Propriété
On a les résultats suivants, utilisés dans de nemmbrontextes.

P(p-o< X<p+0)~0,68 (2102 pres)

environ 0,68

3°) Propriétés de la fonction de répartition

¢ F est continue et strictement croissanteRsur p—o mn p+o

e lim F(x)=1 et XIL”_LF(X)ZO

X—>+o

P(p-20< X<pu+20)~ 0,95 (2102 pres)

Nous admettrons que F est dérivableBet vxe R F(x)= g( x).

4°) Propriété d'« inversion » de la fonction de réartition

environ 0,95

Pour tout réebx € ]0; 1, il existe un unique réeltel queP(X < u)=o.

Cette propriété résulte du TVI appliqué a la famet dans sa forme générale : pour mm]o;l[, il existe un
unique réeli tel queF(u)=a. n—20 u p+20

3 ~0.0C (3 2
Le terme « inversion » fait référence au caradteetif de la fonction F d& dans]0;1 c’est-a-dire P(n-30< X<p+30)=0,9¢ (410° prés)
existence et unicité d’un antécédenbdear F.

Il n’existe pas de formule donnamen fonction dex.

En pratique, on utilise la calculatrice en rentdabord la valeur de puis les paramétres de la loi normale
(espérance et écart-type).

environ 0,99

L—3c 18 1+ 3o
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2°) Vocabulaire Partie C . Approximation de la loi binomiale

Les intervallefu—o ;p+o], [n—26 ;u+ 2], [n—30 ;pu+ I| sont appeléplages de normalité
respectivement & environ 0,68, 0,95 et 0,99 (tazggesvaleurs ne sont qu'approchées). | Rappel sur |a loi binomiale
On remarquera que tous ces intervalles ont pouregn

1°) Loi de probabilité

3°) Démonstration .
n un entier naturel etp est un réel tel qued< p<1.

Dans le cas de la premiére de normalité
X est une variable aléatoire qui suit la loi binomale de parametresn (nombres d’épreuves) ep.
P-c<X<U+6 & —6< X-pu<o (probabilité d’'nn succes).

X—p
-1< <1
< c vke{0;1... ;n} P(X:k):(:Jx p'x g avecq=1-p
u

Comme X suit la loi normald/(n ; ¢2), la variablexé suit la loiN (0 ; 1).
(¢

2°) Espérance et variance

Avec la calculatrice on trouv@(— 1< Sl < 1): 0,682689480 On reprend les notations précédentes.
G
La valeur arrondie au centiéme 8¢p—oc < X< p+c) estdonc 0,68. E(X)=np
4°) Exemple
V(X)=npq

Si X suit la loi#(10 ; 9), on qu =10 et o =3 donc les réalisations de X fluctuent a plus d&®8ans _ _
Pintervalle [10 - 2¢ 3;10- x } soit[4;18)]. Il. Variable centrée réduite

1°) Définition

5°) Utilisation
L R . . . , ) . On peut séparer en deux les notions.

Cette propriété met en lumiére le rdle des deuarpatres de la loi normale : I'espérance et I'étgoe.

L’espérance est un indicateur de position : leswal prises par la variable aléatoire sont conéestautour de

cette espérance. . Ao . i . P .
L’écart-t?/pe est un indicateur de dispersion autteiFespérance. Une variable aléatoire est dite centrée réduite sion espérance mathématique est nulle et si son

écart-type vaut 1.

Plus I'écart-type est élevé, plus les réalisatibmX sont dispersées autour de I'espérance

On peut aussi relier cette propriété avec la falméa courbe de la densité (visualisation graphique
C’est le cas d’une variable aléatoire X qui suibianormaleN(0 ; 1) d’ou le nom de loi normale centrée
Ces plages sont utilisées dans divers domainesxeanple en médecine. réduite.

2°) Rappel de la propriété sur I'effet d’'une transbrmation affine sur les parametres d’une variable
aléatoire

X est une variable aléatoire.
a etb sont deux réels.

Ona:
E(aX+h)=&(X)+ b (linéarité de l'espérance)

o(aX+h)=| alo(X)
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Cette propriété a été démontrée 8fiour une variable aléatoire discréte ; elle rest@ pour une variable

continue (admis sans démonstration cette année).

3°) Définition

Soit X une variable aléatoire d’espérancg et d’écart-type o.
X—p
(¢

La variable Z =

On dit que c’est la variable aléatoire centrée rédte associée a X.

a une espérance nulle et un écart-type égal a 1.

Démonstration :

E(Z):E(XT)_“:%:O
o(X) _o_

o(2)= o :E_l

4°) Application a une variable qui suit la loi binaniale

X est une variable aléatoire qui suit la loi binomale de parameétresn etp.

X-np

Jnp(1-p)’

La variable centrée réduite associée a X est la vable Z =

11l. Exemple de loi binomiale

X suit la loi binomiale de paramétres-100 et p=0,5.

Cette loi permet de modéliser le nombre de foisauobtient pile dans une série de 100 lancergpedidants

d’une piéce non truguée.

On peut représenter la loi de probabilité de Xa#@lke d’'un diagramme en batons (ou d’'un histogramme)

aisément obtenu sur calculatrice ou sur ordinateur.
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Le diagramme en batons fait apparaitre une courkeatoche » (symétrique par rapport a la droiggdation

x=50) qui ressemble a une courbe de Gauss.

E(X)=100x 0,5= 5(

5(X)=+100x 0,5¢ 0,5= ¢

La variable aléatoire centrée réduite associéesatXa variableZ = % .

0

Le diagramme en batons de Z est symétrique paorapp’axe des ordonnées.

Il fait apparaitre une courbe proche de celle dielzsité de la loi normale centrée réduite.

IV. Théoréme de Moivre-Laplace

1°) Enoncé (admis sans démonstration)
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On suppose que pour tout entier natureh, la variable aléatoire X, suit la loi binomiale de paramétres
etpavec pe0;1].

X —
On poseZ, = n NP

Jnp(1- p)

b <2
Alors pour tout couple (a; b) de réels tels quea<b ona: lim P(a<z, < b):j % e 2 dx.
a Y

, variable centrée réduite associée X, .

n—+w

2°) Interprétation

Ce théoreme affirme que la loi binomiale centr@kité « converge » vers la loi normale centréeitédu
lorsque le nombre d'expériences tend vers l'infini.

3°) Utilisation

b 2
s 1 =
Pourn trés grand, on peut remplacer le calcuIR(eag Z, < b) parj —e?

.
aV2n

On peut remplacer le calcul d’'une probabilité aleeloi binomiale par un calcul de probabilités alei
normale centrée réduite.
Cette propriété sera revue et exploitée dans lgitthasur I'échantillonnage.

4°) Historique

Ce théoréme a été démontré dans legad,5 par Abraham de Moivre en 1733, puis généraligééel
quelconque dd0 ;] par Pierre-Simon Laplace en 1812.

Moivre (1733) introduit une loi de probabilité paum nombre élevé d’épreuves vérifiant une loi binomiale
pour p=0,5.

Laplace (1812) a généralisé cette loi ppguelconque.
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Retenir

La loi normale est sans doute la loi de probabiéitglus connue et la plus utilisée.

Elle permet de modéliser de trés nombreux phénosnéingert également d’approximation a d’autres lois
notamment a la loi binomiale lorsque le nombre périences devient grand.

L'expression de la densité de la loi normale centégluite doit étre connue mais elle est inutilsalans la
pratique.

Les applications numériques se font essentiellerddmtalculatrice (ou sur ordinateur). Il est dessentiel de
bien connaitre le fonctionnement de sa machinglugsouvent on donnera des valeurs approch&6s’a
pres.

Enfin, les propriétés conséquentes a la symétria deurbe de Gauss peuvent étre utilisées pousfremer
un énoncé en un calcul exploitable par la machine.
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Il était une fois la « courbe en cloche »...

Historiguement, c’est le jeu de pile ou face quidwit & la « courbe en cloche ». Le théoreme d’Abnade
Moivre (1667-1754) affirme que le diagramme repnémet les probabilités de tomber &dpis pile dans un
jeu den lancers s’approche d’une « courbe en cloche glmrse nombre de lancers tend vers l'infini.
Trois quarts de siécle plus tard, Pierre-Simon algldce (1749-1827) généralise le résultat de Ma@vest le
premier a concevoir qu'il ne s’applique pas unigaehaux jeux de hasard, mais aussi « aux questofes
vie », c'est-a-dire a tout type d’observations jpelédantes.

A la fin du XVIII® siécle, ces résultats permettront & I'astronorigtt@indre une précision jamais égalée. Carl
Friedrich Gauss (1777-1855), mathématicien et astre, s'intéresse a la distribution des erreurshant les
observations astronomiques. Des mesures avec ue métrument, répétées un grand nombre de foisdks
conditions les plus similaires possible, reportes un graphique, forment une courbe proche eeclaurbe en
cloche ». Cette courbe fut appelée alors « couelfadlité » des erreurs de I'instrument.

Plus tard, Adolphe Quételet (1796-1874) appliquarésultats a des données sociales. Aprés aceinsé les
mesures du tour de poitrine de soldats écossédis teur de taille des soldats francais, il a caésgae les deux
ensembles de la courbe de la « courbe de la Icda@leses accidentelles ». Il élabora alors sa théleri

« ’'hnomme moyen ». La loi des causes accidenteliesonnaitre un engouement au Xbécle. Les
statisticiens découvriront partout des « courbesl@rhe ». Dans la méme lignée, Francis GaltonZ48211)
affirma I'omniprésence de la loi normale dans laurg la physique, la biologie.

Aujourd’hui, on estime que les variables qui sutMarx loi normale » sont beaucoup moins nombregeesce
que Galton avait pu suggérer.

Les séries statistiques expérimentales qui se@appnt le plus de la loi normale concernent essiéTtient
des variables (poids, dimensions, etc.) observées kindustrie pour les fabrications en grandéssér

La théorie des probabilités n’est, au fond, queskens réduit au calcul.
Pierre-Simon de Laplace (1749-1827)
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Source de « |l était une fois la courbe en cloché.ivre Déclic TES
Introduction

La loi normale aussi nommeée loi gaussienne, est la loi de pitigala plus universelle. On observe en effet
que la plupart des caractéristiques physiques afoigues, sociologiques, biologiques, ... sont digt#s
selon cette loi.

Le coin des langues

e Initialement nommée loi des erreurs » la loi gaussienne porte son nom en hommage wailtcu

mathématicien allemar@arl Friedrich Gauss Ce dernier montra en 1809 que les erreurs dereesn
astronomie fluctuent selon cette loi.

e On I'appelle parfoix loi de Laplace-Gauss s¢ar le mathématicien francdserre-Simon de Laplackit le
premier, en 1810, a justifier mathématiqguementlgysupart des erreurs sont distribuées selon ksite

e Le célebre statisticien britannigi@rl Pearsonla nomma dans un article de 1898i normale » pour

éviter tout conflit de paternité. Mais il le redgeet « cela a I'inconvénient de laisser croire gars que les
autres distributions sont d’une fagon ou d’uneeatrormales »... C’est pourtant I'appellation qédomine
aujourd’hui et justifie la lettreV de N(0 ; 1).

La planche de Galton

La planche de Galton a été imaginée QiafFrancis Galtona la fin du XIX siécle pour illustrer le théoréme de
Moivre-Laplace. Des billes lachées au sommet de géinche rencontrent une série de clous et setiggent
naturellement dans les cases d'arrivée sous forme dloche. La loi du nombre de billes dans chamse suit
approximativement une loi normale.

La loi normale ne laissa pas indifférent Sir Frar@alton :

« Cette loi aurait été personnifiée et déifiéelpamrecs, s'ils I'avaient connue. »

Illustration concrete :

Sur cette photo, les filles d’'une classe de 19t®tnrangées par taille. La forme en cloche manieela
distribution des tailles suit approximativement lmienormale.

Bilan pour calculatrice Tl :
On suppose que la variable aléatoire X suit la aterd’espérance et d’écart-types.

B Pour calculer P(a< X< b) :

—  Normalcdf/NormalFrép( b, y, &)

W Pour trouver le réelu tel que P(X< U)=a :

—  InvNorm/FracNormy, pu, )
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