TS Exercices sur les primitives

Dans les exercices [1]a[16], on demande de justifier que la fonction f admet des primitives sur I’intervalle |
proposé et de donner une primitive F de f sur I.

f:x»—»(xzz_xl)2 : I:]l;+oo[

f:x»—»xiJrl;I:R

3x
3 fix— 1=R
VX +4

E f:xi— 3cosx—2sin(4x)+1; 1=R

fix— cosxxsin®x ; =R

[6] f:x— tan’x ; I=}—E'E[

2'2

fixe— C_OS3X ;1=10: 7]
sin®x
f:x+— cos’x ; I =R (indication : linéariser f(x))

@ fix— (3x—1)5; I=R

fix— xcosx+sinx ; =R

Fixis I=]-»;2[

2—-X

sin x
-12 fixX——;I=R
- H\/2+cosx

fix— cos(Zx—gj; I=R

f:x»—»e =10+
2

foxm = =¢

fixim Bx+1 |=:|—%;+oo|:

cos(Inx) sin(In x).

On considére les fonctions f : X — etg:x—

Déterminer une primitive de f et g sur ]0; + oo].

On considére la fonction f: x — xv/x*+1.

Déterminer la primitive F de f sur R qui s’annule en 1.

1°) On consideére la fonction F : x — xInx—x. Calculer F'(x).

2°) En déduire les primitives de la fonction f : X — In x sur R’ .
1°) On considére la fonction f : x +— x [(In x)* ~2In x} . Calculer f'(x).
2°) En déduire une primitive de la fonction g : x — (In x)2 sur R,

2X+3
(x-1)"

On considére la fonction f : x —

a b
+

(1" (x-1)°

1°) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout xe D, on ait f (x) =

2°) En déduire une primitive Fde f sur 1=11; + o[ .

2
On considére la fonction f : x — x;ﬁlxz .
(x2 X+ 2)
. . . . P ax+b . .
Déterminer deux réels a et b tels que la fonction F définie par F (x) =— 5 soit une primitive de f sur R.
X+ X+

X2 —4x -2
(x-2)

1°) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout x e Df on ait f (x) =a+

On considére la fonction f : x —

(x-2)"
2°) En déduire une primitive Fde f sur 1 =]2; + o .

On considére la fonction f : x +— x%e** .
1°) Justifier que f admet des primitives sur R.
2°) Déterminer une fonction polynéme P du second degré telle que la fonction F: x — P(x)ezx soit une

primitive de f sur RR.



On considére les fonctions u : X — X+~/X*+1 et f:x— %
X“+1
On admettra que u(x) >0 pour tout réel x.
Vérifier que f (x) =M pour tout réel x.
u(x)

En déduire une primitive de f sur R.

[26]1°) On pose D =R\{kn, k Z}.
Démontrer que Yxe D sinx=20052%><tan§.

Indication : Utiliser la formule vx e R sin2t = 2sintcost.

En déduire une primitive de la fonction f : x — i sur chacun des intervalles qui constituent D.
sinx
2°) On pose D '=R\{g+kﬂ:, k eZ}.

A I’aide du résultat précédent, déterminer une primitive de la fonction g : x — ——— sur chacun des intervalles
€OS X

qui constituent D .



Corrigé

Méthode pour la plupart des exercices : on essaie de reconnaitre une forme.
On fait une réécriture en utilisant éventuellement une constante d’ajustement.

On agit un peu mécaniquement (de méme que lorsque I’on calcule une dérivée, on ne se remémore pas a chaque

fois que la fonction).

fix— 27)(2 ; I:]l;+oo[
(x*-1)

f est continue sur | donc elle admet des primitives sur I.

On reconnait une forme du type Uz .
u

On pose u(x)=x*-1.
Onaalors u'(x)=2x.

o u'
On peut écrire f =—.
u

Une primitive de f sur | est donc la fonction F =— 1.
u

1

Une primitive de f sur | est la fonction F définie sur | par F (x) =- 21
X —

Remarques :
e L’énoncé demande une primitive donc il n’y a pas de constante k a mettre.

2X

E=

o On peut vérifier que Yxel F'(x)=

fix— x7+12 (=R
(x2+2x+4)

R u
On pense a la forme —.
u

On pose u(x)=x*+2x+4.
Onaalors u'(x)=2x+2

Réécriture de la fonction f: f =%xu—2 (% est une « constante d’ajustement »)
u
Une primitive de f sur | est la fonction F = —i.
u

Conclusion :

1

Une primitive de f sur 1 est la fonction F définie par F (x)= —m
X2+ 2%+

(il est inutile de développer le
dénominateur).
Remarque (vérification) :

X+1

On peut Vérifier que vxel F'(x) :m'

3x
3|f: X~ i 1=R
Vx*+4

u
On pense a la forme —.
P Ju
Onpose u(x)=x*+4.
Onaalors u'(x)=2x.

Réécriture de la fonctionf: f = gxu— (g est une « constante d’ajustement »)

Ju
F =gx2\/— _3fu
F(x)=3/x+4
En dérivant F, on peut Vérifier que I’on « retombe » sur f.
[4] f: x> 3cosx—2sin(4x)+1 ; 1=R

On effectue une primitive terme a terme en utilisant la regle « la primitive d’une somme est égale a la somme
des primitives ».

Primitive de cos x : sin X ; primitive de sin 4x : — %cos 4x (régle sur les primitives de sin(ax+b) :

- 1cos(ax+b) qu’on doit savoir par ceeur mais qu’on retrouve tres facilement) ; primitive de 1 : x.
a
. 1
F(x)=3sinx—2x —Zcos4x +X

F(x)=3sinx+%cos4x+x

[5]f: x> cosxxsin®x ; =R

On pense a la forme u'u".

On pose u(x)=sinx.
u'(x)=cos x

Réécriture de la fonction f: f =u'u®



6 - . 1+co0s2x . S
U On utilise la formule suivante cos® x =— appelée formule de linéarisation.

6
_sinx

- N Elle provient de la formule de duplication cos2x = 2cos? x—1.
F(x) (rappel : sin°x=(sinx)")
6

_1+cos2x _1  cos2x
2 2

vxeR f(x) (linéarisation)

[6] f:xi— tan’x ; I= |-=; 1
2 2 11
On peut éventuellement écrire f (x)==+=xc0s2x.
On effectue une astuce de réécriture. 2 2

; A Aeri . i L . sin(ax+b
II faut faire une réecriture : f(x):(tan2x+1)—1. vxeR F(x):%x+%x—smzzx (primitive de cos(ax+b) : lsm(ax+b)=7( ))
a a
. . ) . X sin 2x
Une primitive de la fonction x — tan® x+1 sur | est la fonction x — tan x. = E+ 2
Une primitive de la fonction x — 1 sur | est la fonction x — x.
" : 1,5 1 u® (3x-1)’
On en déduit qu’une primitive de la fonction f sur I est la fonction F définie sur I par F ()= tan x—x. [9] Forme u'u” avec u(x)=3x-1; f =5ut dot F =36 18 F(x)= TR
' Solution détaillée :
[7] Forme L (primitive : —%+k)avec u(x)=sinx ; F(x)=- _12 .
u" (n=1)u™ 2 sin’x .
Solution détaillée : fixi (3x-1) ; I1=R
oS X 2 u".
fixes O ;I:]O;n[ On pense a la forme u'u
sin®x
On pose u(x)=3x-1.
u(x)=sinx
u'(x)=cosx Onaalors : u'(x)=3.
u' Aeri 1.5
f= On peut donc écrire f ==u'u’.
ul 3
1 I i 1 u®
F=—— Donc une primitive de f sur R est la fonction F ==x—=—.
2u? 3 6 18
1 3x-1)°
F(x)=- _(
(x) 2 sin’x F(= 18
Ecrire : f (x) :% (linéarisation de cos? x) ; on fait la primitive terme & terme. On reconnait la forme u'v-+uv' avec u(x)=x et v(x)=sinx ; F(x)=xsinx
F(x)=2+ sin 2x Solution détaillée :
2 4
fixr— xcosx+sinx ;=R

Solution détaillée :
f-xi— cos?x ' =R On effectue une réécriture de f (x).

vxeR f(x)=xxcosx+1xsinx

On reconnait la forme u'v+uv' ou u et v sont les fonctions définies par u(x) =sinx et v(x) =X.



Donc une primitive de f sur R est la fonction F définie par F =uv. On pose u(x)=2+CosX.
F (x) = xsin x Ona: u'(x)=-sinx.

R ] Onadonc sinx=-u'(x).
ou a et b sont deux réels

On applique la formule du cours pour une fonction u définie par u(x) =

ax+
tels que a soit non nul. On peut donc écrire f = _ut
Ju
F (X) =—2Vy2-x Donc une primitive de f sur R est la fonction F définie par F = - 2Ju .
Solution détaillée :
F(x)=-2v2+cosx
fixis i I=]-w0: 2]
. 3’ ==,
2—x F(x):%sin(Zx—gj
On applique la formule de primitive d’une fonction x — ;b avec a=-leth=2. Solution détaillée :
ax+
-2 fixis cos| 2x=2 | ; 1=R
F(x)=T><\/2—x : 6)"
=-22=x 1% méthode :
Autre méthode : n
On applique la formule de primitive d’une fonction de la forme x — cos(ax+b) avec a=2 et h= e
On pense a la forme UT
u
On pose u(x) —o_x. Donc une primitive de f sur R est la fonction F définie par F (x) =%sin(2x—gj.
u'(x)=-1
. 2° méthode :
On peut écrire : f -4
Ju n
Donc une primitive de f sur I est la fonction F définie par F (x)=-2v2-x. On pose u(x)=2x-—.
u'(x)=2
Remarque : 1
L 1 f ==u'cosu
On pourrait écrire : f (x)= . 2
u(x) 1.
. - . R F ==sinu
Mais cette écriture n’est pas exploitable pour la primitive.
Toutes les formes font intervenir les dérivées.
1. b3
F(x)==sin| 2x——
(1) =gsin( 2¢-F
F(x)=—2v2+cosx
o 1 o 1. .
Solution détaillée - Réécriture : f(x)_Fe . 1 s’agit de la forme u'e" avec u(x)_—; i F(x)=e *.
foxis sinx =R Solution détaillée :
' J2+cosx

e
5 u' fix—
On pense a la forme

T




1
u(x)=-1
, 1
u (X)=X2
f=u'e"
F=¢
1
F(x)=e *

Il s"agit de la forme Y avec u(x)=e*+e*; F(x)=In| e +e*
u

valeur absolue de sécurité

On peut enlever la valeur absolue car VxeR e*+e *>0.

Solution détaillée :

X —g*
f:XHﬁ ) I=R
e +e

- u'
On reconnait la forme —.
u

u(x)=e*+e

o
u
F=Inlu|

F(x)=In| e +e"

=In(e*+e’x)
car vxe e*+e*>0

On utilise des valeurs absolues de sécurité que I’on fait sauter apres.

=In(ex+e’x).

[16] On effectue la réécriture : f (x):(3x+1)%.
Forme u'u“ avec u(x)=3x+1 et a=%.
u'(x)=3

1 1
f (x) :gxsx(3x+1)2

3
I O S L I A
f—guu d’ol F—gx?— s F(x)=
2

Solution détaillée :

fixi— 3x+1; |=:|—%;+oo|: (on pourrait prendre I=[—%;+oo[)

1
2

On effectue la réécriture : | f (x)=(3x+1)
On est obligé d’utiliser un exposant fractionnaire.)

On pense & la forme u'u“avec u(x)=3x+1 (ce qui donne u’(x)=3) et a=%.

1
On peut écrire f =%><u'><u2.

3
2
F==x UE
2
3
2
F_ 2u
9
3
. . o 2(3x+1)2
Une primitive de f sur | est la fonction F définie par F (x) :%.

Réécrire les quotients en produits.

Il s’agit des formes u'cosu et u'sinuavec u(x)=Inx ; F(x)=sin(Inx) ; G(x)=-cos(Inx).
Solution détaillée :
cos(Inx)

sin(In x)

IX etg

Déterminons des primitives de f et g sur J0; + o[ .



e Primitive de f : On pense a la forme u'u®.

vxe]0;+oof f(x):%xcos(lnx) On pose : u(x)=x"+1.

. Onaalors u'(x)=2x.
On reconnait la forme u' cos u avec u(x)=Inx.

| On prend o =% (on est obligé d’utiliser les exposants fractionnaire).
I On est obligé de faire la réécriture pour reconnaitre la forme. |
oo ! On peut écrire f =%xu'x ué.
On peut écrire f =u'cosu. 3
Les primitives de f sur R sont les fonctions F =%x u32 +k avec k e R c’est-a-dire les fonctions

Donc une primitive de f sur ]0; + o[ est la fonction F définie par F (x)=sin(Inx). 7
e Primitive de g : %

F= u +k avec keR.

3

vxe]0;+oof g(x):lxsin(lnx) ( 2 1)2
X X* +

Les primitives de f sur R sont les fonctions F définies par F (x) =T+ k (keR).

On reconnait la forme u’ sin u avec u(x)=Inx.

On cherche k tel que F(1)=0 (1).
On peut écrire g =u'xsinu.
3

Donc une primitive de g sur ]0; + o[ est la fonction G définie par G (x)=-cos(Inx). 1) (12 +1)E k=0
3
ERY 1 3
AAr _ 2 _+ 2 2
[18] On régcrit 1 (x)=x(x +1)2_2><2x><(x +1). @2?”(:0
On reconnait une forme du type u'u®. 1
3 2'x 22
o ) ) o (x2+1)2 2\/5 & ——+k=0
La primitive de f sur R qui s’annule en 1 est la fonction F définie par F (x) =t ——— 3
3 3 22
3 1 & ——+k=0
22=2'x22 =22 3
22
Solution détaillée : ® k=——=

fix> xvx2+1 définie sur R

La primitive de f sur R qui s’annule en 1 est la fonction F définie par |F (x) =

Déterminons la primitive F de f qui s’annule en 1.

3 3
Autres écritures possibles de (x*+1)2 : y/(2x+3)° ou (\/2x+3) :
Mais c’est moyen de les utiliser (elles n’apportent rien par rapport a I’exposant fractionnaire).

1 Structure de I’exercice :
| On procede en 2 étapes.

| 1. On détermine I’ensemble des primitive de la fonction f sur R (famille des primitives définies avec k e R ).
| 2. On détermine k en tenant compte de la condition.



1°) vxeR| F'(x)=Inx

2°) Les primitives de f sur R’, sont les fonctions g : x — xInx—x+k (keR).
Solution détaillée :

1) F:x—xInx-x

Calculons F'(x).

On peut affirmer que F est dérivable sur R". en utilisant les régles sur le produit et la somme de fonctions
dérivables sur un intervalle (on travaille ici sur R, ).

vxeR, F'(x)=1xInx+ xx -1 (on utilise la formule de dérivée d’un produit pour dériver xInx)
X

=Inx+1-1

=Inx
2°) Déduisons-en les primitives de la fonction f : x — In x sur R’, .
D’aprés la question 1°), ona: Vxe R, F'(x)=f(x).

D’aprés la question 1°), la fonction F est une primitive de f sur R, .
On en déduit que les primitives de la fonction f sur R’, sont les fonctions X — xInx—x+k (keR).

I On peut retenir pour les exercices qu’une primitive de la fonction logarithme |
I népérien est la fonction x — x In x — x  (ce résultat sera utilisable directement |
I sans justifier). |

1°) Attention : f () :[(In x)2 -2In x]

1l faut bien voir le x qui précede le crochet.

vxeR f'(x):(lnx)2—2
2°) D aprés la question précédente, vxeR’ g(x)=f'(x)+2.

Une primitive de la fonction f ' est f (il suffit de réfléchir deux minutes pour voir pourquoi ; tout simplement,

parce que la dérivée de f c’est f*).

Les primitives de g surR’. sont les fonctions G : X — x [(In x)2 -2In x}+2x+k (keR).

Solution détaillée :

19 fix— x [(Inx)z—ZInx}
u(x) T

Calculons f'(x).
D, =r"
f est dérivable sur R’, comme produit de deux fonctions dérivables sur R’, .

On applique la formule de dérivation d’un produit : (uv)'=u'v+uv' ol u et v sont les fonctions définies par

u(x)=xet v(x)=(In x)2—2lnx.

Pour la dérivée de (Inx)”, on applique la formule (u?)=2uu.

Pour la dérivée de 2Inx, on écrit 2xIn x et on utilise la formule (kU)'=kU".

1 1
© o F(x)=1x|(Inx)* -2l 2Inxx=-2x=
vxeR, f'(x) x[(nx) nx}+xx( nxx— Xxj

:(Inx)2—2lnx+2ln X—2
=(In x)2—2

|
j Dérivée de la fonction x — (In x)2 :

1 On applique la formule (U*)'=2UU " qui correspond & la formule générale : (U")'=nU"'U"".

2°) Déduisons-en une primitive de la fonction g : X (In x)2 sur R,.

D’aprés la question précédente, Vx e R, g(x)=f'(x)+2.
f est une primitive de f ' sur R’, donc une primitive de g sur R" est la fonction

G:x— X [(Inx)z—ZInx}+2x+k (keR).

On peut aussi incorporer le x dans le crochet comme suit.
Les primitives de g sur R", sont les fonctions G : x — X [(In x)2 -2 Inx+ 2}+ k (keR).

1Ya=2;b=5
2°) Une primitive de f sur Iintervalle J1; + oo est la fonction F définie sur J1; + o[ par
2 5

F(x)=———-

x=1 2(x-1)



Solution détaillée : Quelques remarques :

] 2Xx+3 1. Attention a la rédaction de ce type de question :
fix (x _1)3 On ne peut pas raisonner correctement pas équivalence en terminale.
) o ) ) ) 2. On pourrait aussi avoir recours & un logiciel de calcul formel (commande « décomposition en éléments
La fonction f appartient & la famille des fonctions rationnelles. simples »).
D, =Rr\{1} 3. On pourrait aussi avoir recours a la méthode par valeurs tests.
______ A - e eEeE_e_—e_—e—e—————— o A H _ H HH = . + X
I Structure de Pexercice - | 2°) Déduisons-en une primitive F de f sur | ]1, oo[
|
I On ne sait pas trouver directement une primitive de la fonction f sur I’intervalle J1; +oof . 1 On pose u(x)=x-1.
! 1 u'(x)=1
| 1°) Transformation d’écriture 1
I 2°) Primitive en utilisant la forme obtenue au 1°). I . u . 5y
T2 T3
Ice type d’énoncé sera toujours guidé en Terminale. ! u u
I On nous guidera toujours en Terminale dans ce type d’exercice. | u u
—————————————————————————— On peut aussi écrire : f =2x— +5x—.
u u
. . . a b
1°) Déterminons deux réels a et b tels que vxe D, f(x)= +

Grace a I’écriture obtenue dans la question 1°), on reconnait la somme de deux fonctions de la forme U—n
On procede par identification (identification des coefficients) en faisant tres attention a la rédaction (avec u
I’expression « il suffit de choisir a et b tels que »).

Une primitive de f sur | est donc la fonction F définie sur | par F (x) 2 % .
Onpose g(x)= a +7b X~ 2(x-y)
- 2 3" '
(X_l) (X_l) En effet, la primitive d’une fonction de la forme U—n ou n est un entier différent de 1 est la fonction
u

a(x-1)+b _ 1 )
VXER\{].} g(x):w (n—:l.)uIF1

ax—a+b On a la somme de deux formes de ce type U—n

- i u

(x-1)°

Pour que f et g soient égales, il de choisir a et b tels que {a:ib cest-addire {a = 2. | Unlogiciel de calcul formel permet de vérifier la primitive. |
- - | o o on o o o mm mm mm e mm mm mm o mm mm e e 1
On vérifie que ces deux valeurs conviennent c’est-a-dire que Vx e R\{1} f(x)= (x 21)2 + x 51)3 On peut éventuellement mettre au méme dénominateur. On obtient alors F (x)=— ﬁ
Autre méthode : , a=-1
2(x_1)+5 vxeR F (x) =w d’ou par identification: < —2b=4 .Donc:a=-1;b=-2.
wxeR\L) f(x)= 220 (x*+x+2) 2a-b=0
(x-1)
_2(x-1) L5
(-1 (x=1)
2 5




Solution détaillée :

X% +4x
fix» ————=
(x2 + X+ 2)
D =R
Déterminons deux réels a et b tels que la fonction F définie par F (x) =2ax7+bz soit une primitive de f sur R.
X+ X+
F est dérivable sur R comme fonction rationnelle.
a(x®+x+2)—(ax+h)(2x+1
vxeR F'(x)= ( ) ( 2)( )
(x*+x+2)
_ax’ +ax+2a—2ax’ —ax—2bx—b
(x* +x+2)2
—ax?-2bx+2a-b
=
(x* +x+2)
-a=1
Pour que F soit une primitive de f sur R (c’est-a-dire F'= f), il suffit de choisir aet b tels que {—2b=4 (en
2a-b=0

. - - R . . a
identifiant les coefficients des termes de méme degré) ce qui donne {b

Conclusion :

Une primitive de f sur R est la fonction F définie par F (x)= ;Xi_zz
X+ X+

1°) On peut par exemple mettre le numérateur de f (x) sous forme canonique en écrivant :
2_ - -2)°-6

f(x):x 4X+i 6_(x=2) —=1- 6 > dolla=1;b=-6;2° F(x)=x+i.

(x=2) (x-2) (x-2) X—2

Solution détaillée :

x2—4x-2
fix —

(x-2)
D, =Rr\{2}

1°) Déterminons deux réels a et b tels que Vx e R\{2} f(x)=a+

18 méthode :

Onpose: g(x)=a+ .
9(x) 2y
a(x—2)2+b
(x-2)
a(x2—4x+4)+b

(x-2)

_ax’ —dax+4a+b

(x-2)

vxeR\{2} g(x)= (on met au méme dénominateur)

a=1

Pour que VxeR\{2} f(x)=g(x), il suffit de choisir a et b tels que < — 2 =4a+b c’est-a-dire {z N 6
—da=-4 T
On vérifie que ces deux valeurs conviennent c’est-a-dire que vx e R\{2} f(x)=1- 6 .

(x-2)
2° méthode :
On met le numérateur de f (x) sous forme canonique.
X' —4x+4-6
(x-2)
(x-2)"-6
(x-2y

1

(x-2)°

3° méthode : par division euclidienne de polynémes

vxeR\{2} f(X)

X —4x-2 | x¥*—4x+4
—1x(X*—4x+4) | 1
-6

Le degré du polyndme — 6 est strictement inférieur a celui du diviseur.

On peut écrire x2—4x—2=(x2—4x+4)x1—6.
2
X“ —4x 2:1 6

c-2f (o)

En divisant les deux membres de cette égalité par x*> —4x+4, on obtient :

4° méthode : méthode par valeurs tests



2°) Déduisons-en une primitive F de fsur 1=]2 ; +oo[ .

D’aprés I’égalité (1) obtenue a la question précédente, une primitive de f sur | est la fonction F définie par :

6
F(X)=x+—>.
(x) X+-—
2
[24]2°) 1dée : poser P(x)=ax’+bx+c.On trouve : P(x):%—§+%.

Solution détaillée :

fix— x%*

1°) Justifions que f admet des primitives sur R.

f est continue sur R donc f admet des primitives sur R.

2°) Déterminer une fonction polynéme P du second degré telle que la fonction F: x — P(x)e2X soit une

primitive de f sur R.

On ne peut pas déterminer une primitive de f directement (car on ne reconnait pas une forme) d’ou le fait que
I’énoncé guide pour trouver une primitive de f sur R.

Posons P(x) =ax? +bx+c ol a, b, ¢ sont trois réels.

Onaalors F(x)= (ax2 +bx+c)e2x .

F est dérivable sur R comme produit de deux fonctions dérivables sur R.
vxeR F'(x)=(2ax+b)e™ +(ax’ +bx+c)2e™
:[Zax2 +(2a+2b)x+b+20}e2x
Remarque : Il est nécessaire de donner le résultat de F (x) sous forme factorisée.
Pour que F soit une primitive de f sur R (c’est-a-dire F'= f), il suffit de choisir a, b, c tels que :
2a=1
(S) 2a+2b=0 (égalités obtenues par identification des coefficients sachant que x* =1x? +0x+0)

b+2c=0

On effectue une identification des coefficients du polyndme 2ax’ +(2a+2b)x+b+2c et du polyndme x*.

a=—
)< <b= —% (résolution immédiate)

1
c==
4

On obtient F(x) =(%x2 —%x+%je2x.

On effectue la vérification (puisque I’on a fait un raisonnement par condition suffisante).
On calcule F'(x) et ’on observe que VxeR F'(x)= f(x).

On peut aussi appliquer directement le théoréme d’égalité de deux fonctions polynémes.

On commence par calculer u (x)

2X

20x%+1

X

VX2 +1

vxeR u'(x)=1+

=1+ (onenléve le 2 de 2x et le 2 de 24/ +1)

X2 +1+X

x*+1

+

u(x)
Xl
On divise par u(x) les deux membres de I’égalité (on « fait passer » le u(x) a gauche).

On part de Iégalité u'(x) =

vxeR l:l(x)= ! =f(x)

1

b a
a=— donne —
c b ¢
Déduisons-en une primitive de f sur R.
Onvu que f ~ Y doncune primitive de f sur R est la fonction F = In\ u \ .
u

F est la fonction définie sur R par F(x)= In‘ X+vVx2+1 ‘ )

Or vxeR u(x)>0 donc F(x):ln(x+\/x2+l).



2°)

1° . . . .
) On saitque VxeR sin (x +gj =cosx (formule de trigopnométrie de base).

VxeR sinx=sin(2x§j

Onadonc vxeD" g(x)=i=# ce qui permet de dire que vxeD " g(x)=f (X+Ej.
COSX . T 2
. « sm(x+fj
=2sin—xCc0s— 2
2 2
sin X Une primitive de g sur chaque intervalle qui constitue D ' est la fonction G définie par G (x) = F(x+gj+k
vxeR\{(2k+1)m, k e Z} sin X = 20082 X x i avec keR.
coS—
2
T
~ 2008 X xtan X X+3
=2c0s 2xtan2 G(x)=In| tan 722 +k
1
vxeD f(x)=——
sin x
G(x)=In| tan LN | I
~ 1 2 4

2c0s? X xtan X
2 2

2cos’

N | x

tan—

On sait que la dérivée de tanx est 1+tan®x = 1
c

0s?
La dérivée de tani estlx ! = ! .
2 2 X
cos 2c0s° =
2
- u'
On reconnait la forme —.
u
X
u(x)=tan=
(x)-tan
u'(x):1 1+tan? X 1 1
2 2 X

cos? X 2cos2 X
2 2

Une primitive de f sur chaque intervalle qui constitue D est la fonction F : x — In +k avec keR.

tan >
2




Savoir-faire du chapitre sur les primitives

A la fin de ces exercices, les éléves doivent savoir calculer des primitives dans des cas simples :

- lecture inverse du tableau des dérivées ;
- transformations d’écriture.

1l faut aussi savoir démontrer qu’une fonction donnée est une primitive d’une autre fonction (ce qui est trés
simple, il suffit de dériver la fonction donnée).

Enfin, il faut savoir chercher une primitive d’une fonction sous une forme donnée (méthode des coefficients
indéterminés).

Plus tard, avec le chapitre des intégrales, on verra une autre fagon de déterminer une primitive avec les
intégrales.

Primitives du type u'xu”, &, L.
u"

n!

Présence de valeurs absolues.

Primitives usuelles

1°) Primitives des fonctions de référence

Fonction f définie par f (x)=

Une primitive de f est la fonction
F définie par F (x)=

Intervalle(s) de validité

sin(ax+b) (a=0)

—lcos(ax+b)+k (keR)
a

a (aeR) ax+k (keR) R
2
X X?+k (keR) R
X3
X2 §+k (kER) R
Xn+l
" k (keR
X" (neN) n+l+ ( € ) R
& ~24k (keR) 10;+ o[ et J-o0; ]
1 1 : :
= (neN,n>2) —m+k (ke]R) ]O,+oo[ et ]—00,0[
% 24/x +k (keR) J0;+oo[
COS X sinx+k (keR) R
sin x —cosx+k (keR) R
cos(ax+h) (a=0) %sin(ax+b)+k (keR) R
R

1+tan’x =— tanx+k (keR)
cos’X
1 2 b
——— (a#0 = b+k (keR D \i-=
\/ax+b( ) a (kek) f { a}
1 nx+k (keR) 10;+ o]
X
e* ex+k(kER) R
e™ (a#0) ée”+k (keR) R
o+l
X* =" (aeR\{-1}) X4k (keR) 105+
o+l

1 (ax0)
ax+b

iln\ ax+b |+k (keR)

tan x

—In|cosx|+k (keR)




2°) Primitives déduites des regles de dérivation

u et v sont deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle 1.

Z
w

=

Fonction Primitive
u'+v' u+v+k (keR)
au' (aeR) au+k (keR)
u'v+uy' uw+k (keR)
UZ
uu’ 7+k (keR)
Un+1
u" k (keR
u'u" (neN) 1t (keR)
U—z (u=0surl) —1+k (keR)
u u
uw (uz0surl; n>2) —;+k (keR)
Un ’ = (n_l)unfl

\l/JU (u>0surl) 2Ju+k (keR)
u'sin u —cosu+k (keR)
u'cos u sinu+k (keR)

v (u=0surl) Inju|+k (keR)

u

u'e’ e +k (kER)
o+l

u'u* (aeR\{-1},u>0surl) Uk (keR)
o+l

NI




