TS Exercices sur les nombres complexes (3

N

Déterminer une écriture trigonométrique des nosboeplexes suivants :

zl:—\/§+i 1 2,==17; =51 ; z4=—6J§+6i pZg=—1-i; zﬁzg—ﬁi.

2
Veérifier les résultats a I'aide de la calculatrice.
Ecrire sous forme trigonométrique les nombres dergs suivants :
zl:cosE— isin® ; z,=-3 cost+ isin® | ; 23:\/1_% cost— isin® |.
6 6 4 4 3 3

On posez= cosg+ isin%.
1°) Ecrirez sous forme exponentielle.
2°) Calculerz° sous forme algébrique.

[
On posez=e 8.
Calculer z° sous forme algébrique.
Ecrire sous forme exponentielle le nomhre +/3 - 3i.

iZ i
@On posez =e3, z,=e *, z,=272,.
1°) Ecrire z, z,, z, sous forme algébrique.
2°) Ecrire z, sous forme exponentielle ; en dédui:ltsli2 et sinliz.

(+ i)4
On posez=————.

(v3-i)
Ecrirez sous forme algébrique.
. . ) T T
Soitd un réel dans | mtervall%—E ;E['
Déterminer une écriture exponentielle du nombreptere z=1+itano .
(9] S0it6 un réel quelconque dans lintervalfen ; n[ . On posez=1+¢".
[¢]
Calculer zxe 2 ; en déduire sous forme exponentielle.
. . . COs0 + isind

10| Soitd un réel quelconque. On poge=sin6+icod et z,=————.
a a posp= & cos0— isim

Ecrire sous forme exponentielle les nombres congslexet z, .

Dans les exercic¢d1]a[15], le plan complex® est muni d'un repére orthonormé dirg@, u,v).

On considére les points(&+i), B(4+5i) et G(5-2i).
Faire un graphique.
Zc— 72

Calculerz = sous forme exponentielle.

ZA
A l'aide du module et d’'un argument dedéterminer la nature de ABC.

On considére les points(A 43— 4i) , B(— a3+ Gi) et C(\/§+ i) .
Méme question qu'a I'exerci¢a1].

Déterminer une équation paramétrique complexe thlec# de centre A—1—i) et de rayon 5.
Quel est I'ensemblE des points M d'affixez = 1+ 2i+ 3€” lorsqued décritR ?

Quel est I'ensemblE des points M d'affixez =1+ 2co + 2isird lorsqued décritR ?

z—3+i
z+2

A tout nombre complexe # — 2, on associe le nombig =

1°) Déterminer pour quelle valeur denazZ =0.
2°) Soitz un nombre complexe distinct de — 2 et3lei.

On note M son image dans le plan complexauni d’un repére orthonormé dire(c[t),ﬁﬁ).

On note également A et B les pointsRid’affixes respectives — 2 &—i.

Démontrer qu:{m; I\ﬁ) =arg Z (2n).

3°) Déterminer et représenter sur un méme grapligu@renant un centimeétre ou un « gros » carreat ymité
graphique) :

e 'ensembleE des points M d'affixe tels queZ soit réel ;

e 'ensembleF des points M d’affixe tels queZ soit imaginaire pur.

On rappelle que :
ZeR < argZ=0 (@) ; Ze(i]R{)' & argZ:% (m).
1°) Démontrer que pour tout réelon a :sinxx sin 2(:% cosx—% COSX.

ejx _ éix gx _ é|2><
- X—.
2i 2i

Indication : On écrirasinxx sin X =

2
2°) En déduireJ- sinxx sin 2 .

0

1°) Démontrer en utilisant les nombres complexesmpur tout réet on asin® x=é cos 4(—% cosz+§.

2°)En déduireJ- sin®x o.
0

Démontrer que, pour tout réelon a :cos xx sirfx:—% cosS—l—l6 cos&%3 cot.

Autre formulation : Linéariser I'expressiams’ xx sirf x.



[20] On poseu=1+i.

1°) Ecrireu sous forme exponentielle ; en déduire une écrimponentielle dei .
. —n
2°) Pour tout entier natura| on poseS, =u"+u .

A l'aide du 1°), démontrer qus, :)\ncos%’t ou A, estun réel que I'on précisera.

3°) Pour quelles valeurs dea-t-onS, =0 ?



Corrigé

Les solutions détaillées des exercices| 5] figurent a la fin du document.

zlzz(cos%nJr isin%j ; 2,=17(cost+ isim) ; 23:5(cosg+ isingj ; 24:12(005%+ isin%j ;

S S S S G

R N T B

Toutes les écritures données ressemblent a desgamais quand on les regarde de plus prés on gtipgue ce
ne sont pas des écritures trigonométriques.

Il faut utiliser les formules trigonométriques patansformer les écritures.

Pour z, on tilise les formulegos(— 0) = co® et sin(-0)=- sino.

On s’arréte la car on a déterminé une écrituremdgnétrique dez, .

Pour z,, on utilise les formulesos(n+6)=— co9 etsin(n+0)=- sino.

22:3(— cos - isinlr]: {co%m—ﬁjﬂt isifm+ﬁji|: E% 00557rr+ |s+§|$j
4 4 4T 4 4 4

cog(n+60)=- cod
sin(n+6)=— sin®

On peut aussi écrirez, :3{00{—3—:}% isir(— %H

Pour z,, on utilise les formulesos(— 0) = co® et sin(—0)=- sino.

2 -3 of -2 {2

T . . T
Z=c0S—+ isin-
5 5
1°) z=e 5 ;2°) zl°:(e5] =d”=cosz+ isinR= 1 % &

On reste avec la forme exponentielle.
Ensuite, on passe de la forme exponentielle arfaddrigonométrique.

On passe enfin de la forme trigonométrique a lméoalgébrique.

zez—gﬂg

Ecrire sous forme exponentielle le nomire /3 - 3i.

Un argument de est—g ou 5—;

i _iZ
Plutét que d’écriree( 3j on écrite 2.

_iE il
z=2J3e ® ou z=2/3e?

oo 1 .43, 2 N2 e+v2 V62
@1)21_2“2’22_7_'7’23_ 4 ' a
2°) co%n:\/gﬂ/E et siniz\/é_\/E

12 4 12 4

S (l+i)4
o

Ecrivons z sous forme algébrique.

Méthode : écrirel+i et+/3—i sous forme exponentielle (sinon il y aurait trepaglculs).
On passe par I'écriture exponentielle avant demeela forme algébrique.

1+i=+2e*

V3-i= 26"s
On utilise ces deux résultats pour effectuer leudalez.
LN
) e 4

Z= = = =—=——
[2eizj3 e 8x(-D) 22

On remarquera I'utilisation de la « plus belle fatendes maths » &(* = — 1) lors du calcul du numérateur.

On utilise également 2 = j.



Version un peu plus détaillée :
On posez =1+i et z, =3-i.
n=|z|=v2

1=v2co9,
1:\/§sine1

cos, =

sinG, =

NSNS

D'od 61:%+2kn (kez)

Zl=\/§(COSE+ isinlt)
4 4

7,-2 et

i T . 3n
s o7 E
On peut aussi faire- = =
iz 2 2

8e ?

z=1+itan0

=|z|=2
V3=2co9,
~1=2si,
cosezzﬁ

2

. 1
sino, =3

D'ol 62:—g+2kn (kez)

3 .. 3n
COS?‘FlSlnE_O_'_iX(_l)

2 2 2

Déterminons une écriture exponentiellezde

La méthode habituelle pour déterminer une écrigwonentielle du nombre complexserait normalement de

calculer le module et un argumentzie

On va cependant procéder autrement en transfolféanture algébrique de.

sin®
Rappel :tan6 =——
PP cosd

z=1titano= 14 (SN0 _ €09, iim:—l(cos(ﬂ isirﬁ):—l 8
cost co¥ co8 cas cés

Oroe —E;E donccosd > Od’oui>0.
2 2 cosH

. s 1 .
Par conséquent, I'égalité= —See'e donne une forme exponentielle du nombre comptexe
co

Autre méthode (un peu plus longue, et donc a dé&diers :

On peut calculel;llJr(tane)2 =, }Tée :ﬁ = ciloe

valeurs absoluekgaltoires cosH> Ccarfe }—g ; 52[
Version un peu plus détaillée :

Déterminons une écriture exponentielle du nombre coplexe z=1+itan6 (0 e }—

g

N A

.
o
z=1+itan®

14 sin®
coso
_cos . sirp

= +i
coso co$

= i(cose + isimg)
cosd

Oroe —E;E donccosd > Cd’oui>0.
2 2 cosd

1 . .
o &’ est donc bien une forme exponentielle du nombnepbexez.
co

[9]

Solution :
e ]— ; n[

z=1+¢’



.0
—l- pe . .
Calculons zxe 2 ; déduisons-erz sous forme exponentielle.

0 L )
zxe ?=(l+é')xe?= e?+ &= 2co(;s (formule d’Euler)
2cos- 9 i
Onadonc z=— =ZcosE e.
0

Il faut dire pourquoicos% > Q.

Or 0e-=;n par hypothése. Don% e }—52 ; EZ[

On en déduit queo% > 0 (on peut visualiser le résultat sur le cercleatnigmétrique).

On peut donc dire que I'on a déterminé une fornpoegntielle de.

_ €O+ isin
€os0 — isir

z, =sinb +icosH

(6 e R quelconque)

Ecrivons sous forme exponentielle les nombres coreplesz, et z,.

Pour z , on passe par I'écriture trigonométrique. On doiire z, sous la formecoso + isino .

Z = cos(g—e}r isir{ﬁz—ej = gg_H)

i
€ i(6+6) io
=—_=¢ =€
22 e i0

Autre idée (Joseph Baguenard le lundi 27-1-2019) :
z, =sin0+ico

z =i (%ﬂe +cosej

z,=i(cosd - isind)

z=ieg’"

Cette égalité ne donne pas une forme exponentiailen’est pas un réel. Dans une écriture expaglEnton doit

toujours avoir un réel strictement positif.

Z=-i=e 2 ;ABC estrectangle isocéle en A.

Solution détaillée :

A(1+i) B(4+5i) q5-2i)

Faire un graphique comme I'’énoncé le demande.
Il serait avise de prendre pour échelle 1 « groscarreau ou 1 cm.

e Calculons Z = L4 sous forme exponentielle.

Méthode : on commence par calculer la forme algébriqug.de

s %% _5-2i—(1+i) 5-2i-1-i 4-3i (4-3i)(3-4) 12-16i+ 12f- 9i_

Z,-2, 4+5—(1+i) 4+5i-1-1 3+4i (3+4)(3 4) 9 16
On peut utiliser la calculatrice pour vérifier l@laul deZ.

Si on préfére, on peut faire le calcul de-z, et dez. -z, séparément.

or —i =0+ix(—l):cos{—g)+ isir(—%): e?  (onpeut mettreg ou3—2n)

251

25



o A l'aide du module et d’un argument deZ, déterminons la nature de ABC.

Module deZ :

D'une part,| Z | = 67 |1 (carvoeR €' [=1)

D'autre part| Z |=| =% :M:&
=2, ‘ =2, ‘ AB

Donc£:1 d'ou AB=AC.
AB

On en déduit que le triangle ABC est isocéele en A.
Argument de Z :
D'une part,argZ = arg{ e Zj = —g (2n).

D'autre part,argZ = arg% = (ﬂBTq .
T

A5 AR b
On adonq AB, AC|=-— (2n).
q )=-3 @)
Par suite, BAC =g ce qui signifie que I’angIS/A\C est droit.
On en déduit que le triangle ABC est rectangle en A

Conclusion :

Le triangle ABC est rectangle isocéle en A.

N N N N N N N N NN N NP NN PN PPN PP PP

Remarques :

e Alafin de I’exercic , Nous pouvons ajouter le codage sur la figurdgge de I'angle droit,
codage des cdtés de méme longueur).

e |l y aurait évidemment une autre méthode pour déraoque le triangle ABC est rectangle isocele.:

On pourrait calculer les longueurs des trois c@takuls de modules) ce qui permettrait d’obtenir
immédiatement que ABC est isocéle en A. On appigjtiensuite la réciproque du théoréme de
Pythagore pour démontrer que le triangle ABC edtargle en A.

Ce n'est cependant pas cette méthode qui est attécid

S

Z=e '3 : ABC est équilatéral.

Solution détaillée :

A(-4/3-4)  B(-4/3+6)

C(\/§+i)

als

Il serait avisé de prendre pour échelle 1 « groscarreau ou 1 cm.

On réalise une graphique approché (en utilisantvateur approchée dé:_%).
La réalisation d’'un graphique exact est cependasgiple en utilisant la construction exacte d’ugnsent de

Iongueurx/?’» (J§ est un nombre constructible ; comi®e 2 - 1%, il suffit de construire un triangle rectangle tion
I'hypoténuse a pour longueur 2 et un coté de l'amnigbit a pour longueur 1).

On calculeZ d’abord sous forme algébrique puis en forme trigoétrique, et enfin en forme exponentielle.
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e Calculons Zz = =~ %

sous forme exponentielle.

-4 Remarques:
; ; ) Ao Il'y aurait évidemment d’autres méthodes pour déreoigue le triangle ABC est équilatéral.
L, %7, V3+i-(-4/3- 4) _5\/§+5i_5(*/—3+')_x/§+i_(\/§+')x'__i@—l_}_iﬁ y p '“I 9 q
Z,-2, -4/3+ 6i—(— ZNES 4i) 10i 10i 2i 2ixi 2 2 2  On pourrait calculer les longueurs des trois c@tékuls de modules) ce qui permettrait d’obtenir

immédiatement que ABC est équilatéral.

—cog ~F|+isif-Z|= éi% (par définition,e’ = co® + isirp) . . . .
3 3 ’ e On pourrait calculer les mesures de deux angédsuls d’arguments) ce qui permettrait d’obtenir

immédiatement que ABC est équilatéral.

o A l'aide du module et d’un argument deZ, déterminons la nature de ABC. Ce n'est cependant pas cette méthode qui est ageécid
Module deZ : Ce n'est cependant pas ces méthodes qui sonta¢ra puisque I'énoncé guide différemment.
D'une part| Z |=|e 3 |=1 (carvoeR |€°|=1).
| & Déterminons une équation paramétrique complexe duescle ¢ de centre A—1—i) et de rayon 5.
) | ZL—Z _‘ZC_ZA‘_AC )
Drautre part Z | = Z-2, | BN “AB’ Le cerclez” a pour équation paramétrique complexe—1-i+5€° (6 eR).

On peut faire un graphique.
Doncﬁ—gzl d'ou AB=AC.

On en déduit que le triangle ABC est isocele en A.

Argument de Z :
D'une part,argZ = arge ® = —g (2n).

D'autre part,argZ = arg’e A — (TBTC; .
Zz—1,

Donc (@ E) = —% (2r) ce qui permet d'écrir@AC :% )

On en déduit que le triangle ABC a un anglegdeadians.

Conclusion :

Or si un triangle admet un angle géométrique deeédeux cétés de méme longueur alors ce triasgle e
équilatéral.
Donc le triangle ABC est équilatéral.

S On peut en fait prendr@e [0; 2x] ou mémed €[0; 2| .



Déterminons I'ensembleE des points M d'affixes z= 1+ 2i+ 3€° lorsque® décrit R. 3°) E est la droitg AB) privée du point A F est le cercle de diametre [AB] privé du point A.

E est le cercle de centr&(1+ 2i) et de rayon 3. Solution détailiee :

Z—3+i
z+2

On peut faire un graphique. A tout nombre complexa = — 2, on associe le nombiz =

1°) Déterminonsztel que Z =0.

7-0e 223 g0 o3
z+2

2°) zz-2etz#3-i

M : image dez dans le plan compleX@ muni d'un repére orthonormé dire(dD,G,V/)

A(-2)  B(3-)

Démontrons que(m ;l\ﬁ) =argZ (2n).

Z-3+i
argZ = arg
z+2
Déterminons I'ensembleE des points M d'affixesz=1+ 2co+ 2isir® lorsque 6 décrit R. =arg(z-3+i)-arg(z+ 2

=ag(z-z,)-arg(z-z,)
z=1+2c0oH + 2isi®

=1+ 2(coD+ isird (

( ) G

=1+ 2d° =(u, BM)+( AM, u)
(

On reconnait une équation paramétrique complexeidie. =
DoncE est le cercle de centre(d et de rayon 2.

On peut faire un graphique.
On peut aussi s'y prendre en sens contraire.
3°)

e Déterminons I'ensembleE des points M d’affixez tels queZ soit réel.

<!

E={M(2)e P ZeR} |

On peut déja dire d’emblée que le point A n'apgattpas &.
En effet, siM =A alors z=— 2. OrZ n’est pas défini pougz=— 2.

Recherche des points d& autres que AetB :

Soit M un point du plan distinct de A et B (dome: -2 et z=3-1)
Dans ce cas, on sait gdexiste et queZ = 0.



MecE < ZeR’ e Déterminons I'ensembleF des points M d’affixez tels queZ soit imaginaire pur.

& argZ=0(n)

& (MA, MB)=0 () [F={M(@)<P/ zcir} ]

< MA et MB sont colinéaires On peut déja dire d’emblée que le point A n'apgattpas & .

< A, B, M sont alignés En effet, siM = A alors z=— 2. OrZ n’est pas défini pouz=— 2.

Examen des points particuliers : Recherche des points d& autres que AetB :

Le point B appartient & 'ensemtfiecar pourz=z,, Z =0 qui est réel. Soit M un point du plan distinct de A et B.

. Dans ce cas, on sait gdexiste et queZ = 0.
Conclusion :

On rassemble les deux résultats. MeF & Z<(iR)

Y
E est la droite (AB) privée de A. & agz= 2 )

On écrit :E=(AB)\{A}. - (m W):g ®

< MA et MB sont orthogonaux

Examen des points particuliers :
Le point B appartient a I'ensembffecar pourz=z,, Z =0 qui est imaginaire pur.
Conclusion :

F est le cercle de diametf&B] privé de A.

Faire un graphique.

On exclut le point A de 'ensembEau moyen de deux petits arcs.



Caractérisation angulaire d'un cercle :

On exclut le point A de I'ensembkeau moyen de deux petits arcs.
Dans l'antiquité, Euclide dans son traité « Lesigéts » donne la définition suivante d'un cercle :
« Le cercle de diameétre [AB] est le lieu des poMtd’ou I'on voit le diamétre sous un angle drait »
Il est curieux de constater que la définition daemcle comme ensemble des points situé & une désfexe d’'un
point n'est pas utilisée par les Grecs.

Cette propriété peut étre aisément traduite ad'dies angles orientés.

Dans tout cet exercice, on ne repasse pas+dy.



0

jESinXX sin X d:jz[l cosx—f1 cos(% X
o\ 2 2

. . . . 1 1
1°) Démontrons que pour tout réelx, on a : sin xx sin 2x = 2 COX -5 cos8.

_|sinx_sinX 2
L2 6

Formules d’Euler pour le sinus et le cosinus : 0

sint s'n3—n ;
ns s [sinO sin(3x O)J
(] <0 = & |_|—____r 7
cos = €+e 2 6 2 6
(] <0
sing=5 ¢ (1 -1 (0 0O
2 2 6) 2 6
11
e’ +e" = 2co® 4=
2 6
é —e" = 2isim 2
o . 3
. . eIX _ e—|x éx _ é|2x
sinxx sin X= X
2i 2i 1°) Utiliser la formule du bindbme de Newton etriangle de Pascal ; il s’agit d’'une linéarisat@axpression

trigonométrique.
eixéZx_ é( éi2x_ é‘x i@( e_—ixe—iZX

4 (e‘x— e-ixT i (éX(—ZieiX)“ (&- &)

e 2i B
éSx_élx_ é{ +é|3x

Y 16
i — On utilise ensuite le triangle de Pascal.

2°)J- sin*x ox:ﬁ
o 8

Solution détaillée :
2cosX— 2cox

- f eix _alix &
1°) Développons(T) (x e R quelconque).
=Lcosx— L coss 1 1 3
"2 2 Déduisons-en quesin’x =§coszk——2 cosz+§.

2
2°) Déduisons-enj. sinxxsin2x o . 1
0

On fait le triangle de Pascal.

N
A WN PR

Grace aux coefficients de la derniére ligne, ort petire le développement c@e+ b)4 :
(a+ b)4 =a'+4a%b+6a%®’+ 4ab*+b* (formule du bindme de Newton).
En remplaganb par —b, on obtient immédiatemerfa— b)4 =a*—4ab+6a’h’- 4ab’+b".



ey

sin*x =
16
) de) e e (o) ) ()
16
e 4d 6™ 68 X Ap B 4 e

16
o 4¢" + 68— 48"+ €

16
ei4x+e—4ix _ é2x+ ézix + €
_ )4 )
- 16

_ 2cos4-— 4 2cos®)+

16
_ 2cos&-8cosX+ €

16

_ cos&-4cos X+ &

8

~Leosax-Loosai S
8 2 8

Cette derniére égalité donne la forme linéarisésinfex .

2°) Déduisons-enj sin®x dx .

0

On utilise la forme linéarisée d&n* x pour déterminer une primitive (il n’est pas poksite le faire directement).

I sin*x d(:I (1 coscﬁk—f1 cos>2+§) X
. ,\8 2 8

_[sin4x sin2x+g}“

32 4 8],

sindnr sinZz % sin0 sin0
= - +— || —==———-+0
32 4 8 32 4

=(0—0+%“j—(0— 0+0) *

_3n
"8

I sin*x ok:i
o 8

* On peut éventuellement tracer un cercle trigortoiopée au brouillon pour lire les valeurs de sinet
sin 2.

Démontrons quevYxeR  cos xx sirf x = - % cosE- cos>8+%3 coe.

16
J X 51X 3 _ Al X 2
COSXx sirfx:(e +Ze j x{éx € J

2i
(ere) X(é*—e*‘x)z
8 4
(é3x+ 3¢ e+ 38 'éix+e'i3x)(éix— 28 éx+e'2ix)
32
~ (6% +3&+ 3"+ ) (e -2+ e %)
32

B é3xe2ix_ zgx +Ex —eZix+ %Zié_ 66‘ i3e—2\é+ —igéixe —i>6e —ixséix e—i3 q_%x_e -i3 xa_e -3 x —ex e
32

™28 4 &4 - G+ 3B+ Be Ber B+ e e B
32

e re®t &t e - f et @)
- 32

_ 2c0sX+ 20sX— 4cox
32

= —iCOSSX—i cos3<+f1 cox
16 16 8

On dit qu’on a linéarisé I'expressiamwsxx sirfx.

u=1+i

1°) Ecrivons u sous forme exponentielle ; déduisons-en une écrituexponentielle deu.

u= «/5(% +% ij (on a préalablement calculé le modulel d¢u \ =+/2 avant de le mettre en facteur)
:«/E[cosﬁ+ isinﬁ)
4 4
—J2e4

On en déduit que =J2e'* (en effet, d’apres le cours, on a’ =re avecr >0 etd réel quelconque pour
réel ; il n’y a donc pas de nouveau calcul a effeqt

2°) S, =u"+Uu  (neN)

< n
Démontrons que S, = xncos(—nJ aveci, eR.
4



5, = [ﬁe‘z]n +{f2e‘§]n

"v2co nnj (formule d’Euler €° + € = 2co$)

On en déduit ques, =4, co{%’j) avech, = Zx(ﬁ)” _ (J—Z)n+2.

3°) Déterminons pour quelles valeurs d@ona S, =0 (1)

® < co{n—:): C *(eneffetvneN A, #0)

< nf:%+kn avecke N

& D=1+k avecke N
4 2
< n=2+4k avecke N

Rappel :cosx= C < x=g+kn (kez)

* On utilise la régle du produit nul :

« Un produit de facteurs est nul si et seulemebhtisiau moins des facteurs est nul. »

Conclusion :

Les entiers naturelstels queS, = 0 sont les entiers de la fornger 4k avecke N .

Solutions détaillées

Ecriture trigonométrique de nombres complexes

Rappels :

z=x+iy (z#0 et(x;y)eR?)

|
|
|
r=yx+y? I
X=rCcoso !
y=rsind 1
|
|
|
1

r est le module de
6 est un argument de

o 21:—J§+i zl:—\/§+1xi

Calcul du module,
= J(VB) +E =3 1= 4=

Calcul d’'un argumen,

On sait que {

On adond

X, =1,C080,
en posank, =Rez =-+3ety =Imz=1).
y —rsing, (€N Posank =Rez=—V3ety,=imz=1)
_ CosH, =———
\/5_.2c0591 dou
1=2sin6, sing, = =



On en déduit que, :%+2kn (kez).

( 50 . . 5112)
Z, = 2| coS—+ isin—
6 6

I Autre rédaction (plus seche) :
|

Iz |= (_Jé)z+12 =V4=2
I

N |G

|1 On cherché@ tel que

1 _ coso = -
—\/§_ 2cod Soi
1=2sin0

|

|

|

|

|

- |

sinG:} 1
2

| 5n |

| On trouvee:€+2kn (kez). I

|

On peut donc écrirez, = 2[cos%n+ i sin‘%j . I

|

Autre rédaction possible :

Soit r; le module dez,.

Soit 6, un argument de, .

°z,=-17 z,=—-17+0i

Calcul du module,

=l 2= 17 0 =17

Calcul d’'un argumerf,

-17=17co®, . [cosH,=-1
On a ) soit . .
0=17sir0, sinB, =0

On en déduit donc qué, =n+2kn  (keZ).

‘22 =17(cost + isinn)‘

e 7, =5 Z,=0+5i
Calcul du module,
r=|z|=V0?+5 =5

Calcul d’'un argumens

0=5co9, cosH, = C
Ona . doncy . .
5=>5sin0, sing, =1

On en déduit que, :g+ %n (keZ).

z,=5 cost+ i sins
2 2

ez =—6J3+6i
4

Calcul du module,

=] 2,|=y(- 6/3) + & =108+ 36=+ 144 1

Calcul d’'un argumerfl,

a{—&/@:lZcoﬁ cosh, ==~

) 4 donc
6=12sim9, sino 1
f2

On en déduit que, = %+ % (keZ).



5 . . bm
z,=12| cos—+ isin—
! 6 6

oz =-1-i

Calcul du modules

N e G

Calcul d’un argumens

V2

~1=+/2 cos, COS@S:_7

Ona V3 donc N
—1=+/2sinbg Sinesz_72

On en déduit que, = % +2kn (keZ).

Z :ﬁ[co%+ i sin%j

Calcul du module,

SRS CREa =S

Calcul d’un argumenf

% =C0SO,
Ona (voir explication ci-apres)

3

-5 = Sindy

On en déduit qued, :5—37[+2k7r (kez).

5t . . 5n
Zy=COS—+ i sin—
3 3

(autre écriture possiblez, = cos(— %)+ i sir(— %))

Complément :

%: COSO,

Ona
—% =sin6,

Les deux valeurs qui s’en approchent le plus samr¢garde dans le tableau des valeurs remargdables

1B
2 2

Ne

Mais I1a, on a le sinus qui est égaJré?.

On regarde donc sur le cercle trigonomeétrique.

&

On peut aussi procéder par la technique de misacteur forcée (factorisation forcée par le modegéculé de
téte).
Autrement dit, on cache tous les calculs.

Ecriture trigonométrique de nombres complexes

On ne repasse pas par la forme algébrique. Autreditesin ne calcule ni les cosinus ni les sinus.
T . .7 , - . s 5 .
°z= 00&6— ISInE n’est pas un écriture trigonométrique a cause devant le i.

On sait quecos( —0) = co$ et sin( —0) =— sirp.



©7z,=-3 cos™ + isin® | nest pas un écriture trigonométrique a cause devant le 3.
4 4

z, :3(— cost— i sinlrj
4 4

On sait quecos( —0) = co$ et sin(—0) = - sird.

5t . . 5n
z,=3| COS—+ isin—
[ 4 4)

. Z3=x/§(co%— ismgj

On sait quecos( —0) = co$ et sin(—0) = sind.

T T
cog —— |= cos:
5]
. T . T
sin| —— |=-sin=
S
=3| co “Ilyisin -2
% 3 3
Forme exponentielle
T . .7
Z=C0S—+ isin—
5 5
1°) Forme exponentielle dez

T .. T
Z=C0S—+ isin—
5 5

On utilise la formulecosd + isi = &.

i
z=e®

2°) Calcul de z*°

. I
On utilise la formule du cou '6) =47,

I To..T
| Z=cog+ ISIFFS

TR

| €' =cosd+ isiM

n 6 iﬂ iﬁ
Z’=|ed| =e8=e%=co5-+ |sms£=7£+i£
T 4 2 2
propriété du cours iniéibn de €° = coD + isird

3t . . 3n
=CO0S—+ | SIn—
4 4

V2 2

== 4i 1=
2 2



En identifiant les parties réelle et imaginairezjgpar unicité de I'écriture algébrique d’un nombeenplexe), on

V6+v2 . o m 642
etsin— = .
4 12 4

(6] obtient cos - =
12

T

=€ %, 2,=22

wla

i
z=¢ cos™ = Rez, et Imz, =sin
( 5~ R&% z, 12)

1°) Ecrivons z,, z,, z, sous forme algébrique.

1 |
g Tl M3 |Partieréelledez3:cos£:\/§+\/6 |
z=e®=Cos-+ isin-==+ — x :
3 3 2 2 | |
! x J6-v2 |
_iE Partie imaginaire de, = sin—=

1+i2J§ etzzzﬁ‘zi‘/—

S 2 )
On peut aussi écrirg, = (formes utiles pour le calcul dg).

Pour le calcul dez, sous forme algébrique, on utilise les formes aigéles trouvée précédemment payret z,.

(On reprend les résultats obtenus précédemment).
5=17,

_1+iW3_V2-W2
B T T
e 3) 2142

%= 4
:x/E—i\/eri«/ng/é
4
\/§+\/?5+i(7\/§+\/?5)
%= 4

'pour ce type de calcul, il serait intéressant lisati une calculatrice faisant du calcul formelusulogiciel de!
I calcul formel. |

. . P . T . T
2°) Ecrivons z, sous forme exponentielle ; dedwsons-en:o%2 et sml—z.

On utilise les formes exponentielles qui sont desrgans I'énoncé pour défirg et z,.

e

ir _ix i o
Z,=22,= eixe s = e{3 ‘J —en (propriété sur les exponengeitomplexes)

o T .. T
On peut donc écrirg, = cos—+ isin—.
12 12

On reprend le résultat de la question 1°).



Rappels de formules de trigonométrie

T T T T 21 3n 5n
X 0 = = = s == n
6 4 3 2 3 4 6
COSX 1 ﬁ Q 1 0 1 Q _ @ -1
2 2 2 2 2 2
sinx 0 1 Q ﬁ 1 @ Q 1 0
2 2 2 2 2 2
tanx | O L 1 J3 J3 1 -] o
V3 N V3
cos(— X)= CcoX | cog(m+X)=— COX | COS(n—X)=— COX | CO g—xj: Sinx cos(g+ xj:— Sinx
. . . . . . . T T
sin(- x)=— sinx | sin(n+X)=-sinx | sin(r-X)= sinx sm(a— xj = cosx sm(5+ xj = cosx

cos(a+b
cos(a-b)
sin(a+b)
sin(a-b)

co® cob— sia shm
co| cob+ sia shm

=sina cod+ sib cos
=sina cob- sib cos

cos( &)= coda- siha
cos( &)= 2coéa-
cos( &)= t 2sifa

sin(2a) = 2sima cos

C0§a=1+ C;)S%.

.o 1-cosa
sin a:T

2cofa= I cosd
2sirfa=1- cosa

sina= sinb

cosa= cod sietseulementsi=b+2kn (keZ)oua=-b+2k'nr (k'eZ)

si et seulement si=b+2kn (keZ) oua=n-b+2k'n (k'eZ)




