TS Exercices sur les calculs de limites

Dans chaque cas, étudier la limite de la fonction f en + oo et en — oo en décomposant chaque fois (veiller a la
présentation avec accolade). 1l faut « faire » les deux limites : il faut « faire » la limite en + oo et en — o,
19 F(x)=5-2 29 f(x)=3+2  3) F(x)=—xC+3 4% f(x)=2x- =
X X X
Modele de rédaction pour le 1°) :
lim (5)=...
lim | -= o

X+

( 1j donc par limite d'une somme lim f (x)=....

X

Dans chaque cas, étudier la limite de la fonction f en + oo et en — oo (sans modifier I’écriture de f (x)).

1°) f(x)=3x2(5—§] 2°) f(x)=(5-2x)(3x+2) 3°)f(x)=(1— ZZJ(HX—ZZJ.

X

Dans chaque cas, étudier la limite de la fonction f en + oo et en — oo,

3
2_°
19 f(x)=— X 29) t(x)=—2 39 f(x)=—
_3.0 3x+1 x*+1
X

E Dans chaque cas, déterminer la limite de f (x) lorsque Xx—_—0 puis lorsque x———>0 (on dit aussi

lorsque x——0" et x——07).

1

o _ 1 o — — 1
l)f(x)_1+x 2)f(x)_x+x

%) f(x)=2+~.

X3

On considere la fonction f définie sur R par f (x)=2 +%.
X

Déterminer la limite de f(x) lorsque x——0.

@ On considére une fonction f définie sur R \ {2} dont on ne connait pas I’expression mais dont le tableau de
variations est donné ci-dessous.

Variations de f

On donne également les limites aux bornes de I’ensemble de définition de f (on peut noter que
R\{Z}:]—oo;Z[U]Z;+oo[).
lim f(x)=3; 1Ln12f(x):—w ; lim f(x)=—oo.

X—>+0 X—>—®

Recopier et compléter le tableau de variations a I’aide de ces limites (compléter les pointillés).

x* -2
x-1"
1°) Déterminer I’ensemble de définition de f.

2°) Déterminer Ixi_r:q(x2 -2) et lim(x-1).

On considére la fonction f : x —

3°) Faire le tableau de signes de x-1.
4°) Déterminer lim f(x) et lim f(x).
x—>1" x—->1"

X+1
X2 +x-6"
1°) Déterminer I’ensemble de définition de f.
2°) Faire le tableau de signes de x>+ x—6.
3°) Déterminer lim f(x) et lim f(x).
X—2 X—2

On considére la fonction f : x —

[9] On considere la fonction f définie par f (x)=—5x+3x* +x—2.
Etudier la limite de f (x) quand x tend vers + oo et vers — oo,

3x-2
X+2
Etudier la limite de f (x) quand x tend vers + oo et vers — oo,

On considere la fonction f définie par f (x)=

2
On considere la fonction f définie par f (x) = 2)(%)(7_1
X+

Etudier la limite de f (x) quand x tend vers + oo et vers — oo,
x®—x+5

T3 -2x+1
Etudier la limite de f (x) quand x tend vers + oo et vers — oo,

On considére la fonction f définie par f (x)

X+2
X —x2+3x+1
Etudier la limite de f (x) quand x tend vers + oo et vers — oo,

On considére la fonction f définie par f (x)=



Réponses

C
Limites de sommes
Dans chaque cas, on décompose la fonction.
On notera que dans chaque cas, + o et — oo sont des bornes de I’ensemble de définition de f.
19 f(x)=5—1 D, =R 3 A
X
lim (5)=5 \
1 donc par limite d'une somme lim f (x)=5. i
lim —7j:o Ko —
X+ X O |
lim (5)=5 39 f(x)=-x*+3 D =r
1 donc par limite d'une somme lim f(x)=5
lim|-=1=0 = . )
xo-m| X lim (- x*)=—c0
XI"’“O donc par limite d'une somme lim f (x)=—oo.
im (3)=3 X
De méme (en reprenant la méme démarche), lim f(x)=5. x—»+w( )
o De méme, lim f(x)=—c.
29) f(x)=3+2 D, -F' 1
X 4) f(x)=2x-—  D,=wr
X
lim (3)=3
donc par limite d'une somme lim f (x)=3. Jim (2x) =+
xl_'mof =0 ) 1 donc par limite d'une somme xl_i)rpw f(X)=+00.
lim|-—=|=0
X—>+0 X
De méme, lim f (x)=3.
lim (2x)=-
Le 8-12-2019 i ( 1 j—O donc par limite d'une somme xl_i)rpw f(X)=—o.
On peut écrire directement  lim % =0 sans recourir a lim iz =0 (limite de référence). =
X—>+ 0 X X—>+ 0 X

Limites de produits
1°) f(x)=3x2[5—§) D =r

lim (3x*) =+
1 donc par limite d'un produit lim f(x)=+oo0.

lim (5_7}5 e

X +0 X

De méme, lim f(x)=+c.
X——00



2°) f(x)=(5-2x)(3x+2) D, =R 2 1 (x) =2 Df:R\{_%}

3x+1
lim (5-2x)=—o
o donc par limite dun produit lim f (x)=—oo. lim (4)=4
Jim (3x+2) =+ o0 o o donc par limite dun quotient lim f (x)=0.
k lim (3x+1)=+o Xt
De méme, lim f(x)=—oo. Xk
X2 De méme, lim f(x)=0.
2 2 N
39 f(x):(l——zj(l+—2j D, =r 1
X X 39 f(x)= D =Rr
) (%) x*+1 f
. 2
lim (1——2J=1 lim (1)=1
X+ X L A ) X+ .. . .
donc par limite d'un produit lim f(x):l. donc par limite d'un quotient lim f(x):O.
lim (1+£J—1 o lim (¢ +1) =+ 0 o
> |= X+
X—>+0 X

De méme, lim f (x)=0.

De méme, lim f (x)=1.

[4] Limites de sommes en 0

Autre méthode : . . A
Rappel important : x —— 0" c’est la méme chose que x ——— 0 (de méme x ——>0 et x——07)

On développe I’expression de f par identité remarquable.

. 2 2 On peut noter que dans chaque cas, 0 est une borne (borne ouverte) de I’ensemble de définition de f.
vVxeR f(X)=(l—Fj(l+7j

19 f(x)=1+% D =r

lim (1)=1
x—>0"
4 1 donc par limite d'une somme lim_f (x)=+o.
=1-— lim ==+ 0
x* x—>0" X
Limites de quotients lim (1)=1
x—>0"
donc par limite d'une somme lim f (x)=—co.
2.3 6 6 lim = = — o x>0
* x—>0"
19 f(x)=—X D, =R \{7}(ou R\{O;f}) X
5 3
—3+=
X 29 f(x)=x+= D,=R’
3
lim|2-—|=2 .
HM( Xj donc par limite d'un quotient lim f ( )——3 XI-I'T x=0
. 5 P q X+ - 1 donc par limite d'une somme lim f (x)=+c.
lim —3+7J=—3 lim ==+ =0
X—>+0 X X—0"* X
De méme, lim f(x):—g. .
P 3 Ilryix:O
1 donc par limite d'une somme lim f (x)=—co.
|im77=—oo x>0



39) f(x)=2+— D, =R

x*
) X2 -2
. fix—
lim (2)=2 x—1
Xx—>0" L. )
donc par limite d'une somme lim (X)=+oo. i . L
lim 1_ +o0 x-0° 1°) Déterminons I’ensemble de définition de f.
x—>0* X3
D, =r\{1}
lim (2)=2
Xx—>0"
1 donc par limite d'une somme lim f (x) =—. On peut noter que 1 est une borne « ouverte » I’ensemble de définition.
lim S =-o x>0
x>0 X

o Ap L, .
2°) Déterminons 1|_|:q(x —2) et le_rn(x—l).

f(x)=2+% D, =R"

Iim(x2 —2) =—1 (on écrit cela en remplagant x par 1 dans I’expression x> —2)

Déterminons  lim f (x). o
x=0 lim(x-1)=0
x—>1
l'f?)(z) =2 3°) Etudions le signe x—1 suivant les valeurs de x.
3 donc par limite d'une somme lim f (X)=+o.
H X—
l'_’)T})F =t®© On dresse un tableau de signes.
X ‘ — 0 1 +
o3 , . R . . . 1
La limite lim— =+ oo peut s’obtenir par exemple a partir de la limite de référence lim ==+ oo (car on peut -
x>0 X x>0 X Signe de x-1 ‘ - ¢ +
.3 1
écrire — =3x—). ) ) ) )
X X 4°) Déterminons lim f(x) et lim f (x).
x—->1" x—>1"
[6] Tableau de variations et limites lim (x2 - 2) -_1
x—>1" P ' - -
] . donc par limite d'un quotient lim f (X)==o0.
lim f (x)=—oo donnent les deux limites suivantes : lim f(x)=—o0 ; lim f(x)=—o0. lim (x-1)=0 xol
X2 x—>27 X—>2" x—>1
On compléte le tableau de variations avec les limites. lim (XZ _2) -1
o donc par limite d'un quotient lim f (x)=+c.
lim (x-1)=0" X1
x—>1"
X ‘ — 0 2 + 0
3 3 s omgr - s P .
Variations de f / \ / On Vérifie bien évidemment les deux résultats graphiquement.
— 00 — 00 — 00
f: X~ X7+1
lim f(x)=- i =— i =— im f(x)=3 ’ 24 w—
Jim (x)==o0 XILnZ]’ f(x)=-o xI_|)2Af(x) o lim (x) x*+x—-6

. . . 1°) Déterminons I’ensemble de définition de f.
Il ne s’agit pas d’un exercice de calcul de limite.

L . . . ) I f (x) existe si et seulement si x> +x—6=0.
On peut noter que les limites données dans I’énoncé sont en cohérence avec les variations de f. ( )

On vérifie la cohérence des limites avec les variations. Considérons le polynéme x+ x—6.

Ce polyndme admet deux racines distinctes dans R : x, =2 (racine évidente) et x, =—3 (obtenue par produit).

D, =Rr\{2;-3}



2°) Etudions le signe de x%+ x—6 suivant les valeurs de x.

On applique la régle du signe d’un polynéme du second degré.

X ‘—oo -3 2 + 0

Signe de x> +x—6 ‘

3°) Déterminons XILnZ]+ f(x)et lim f(x).

X—27

lim (x+1)=3

s donc par limite d’un quotient lim f (x)=+oo.
lim (x* +x-6)=0" x>2°

x—>2"

lim (x+1)=3

s donc par limite d’un quotient lim f (x)=-o.
lim (x* +x-6)=0" 2

[9] f(x)=-5x*+3x*+x-2 (D, =R)

f est une fonction polynéme non nulle donc on peut appliquer la régle du mondéme de plus haut degré (car on
étudie la limite de f (x) quand x tend vers + oo et — 00).

lim f(x)= lim (=5x°)=-c0

X+ X+

lim f(x)= lim (=5x°) =+

X—>—o0 X—>—o
On peut aussi adopter une présentation des calculs en colonnes.

Robin Taillefer le 22-1-2013

Calculs de limites

Attention (panneau) : si nous avons une fonction polyndme dont voulons chercher la limite quand x tend vers 0,
ce n’est pas la limite de son mondme de plus haut degré.

Le mercredi 11 janvier 2023

Exercices sur les limites de fonctions (2) : [9] limite d’une fonction polynéme
On n’est pas obligé d’effectuer un remaniement de la fonction.

f(x)=3x_22 (D, =r\{-2})

X+

f est une fonction rationnelle* non nulle donc on peut appliquer la régle du quotient des mondmes de plus haut
degré (car on étudie la limite de f (x) quand x tend vers + oo et — o0)**,

X+ X>+o\ X X+

lim f(x)= lim (%j: lim (3)=3

X - X -0 X -

lim f(x)= lim (§j= lim 3=3

* Une fonction rationnelle est une fonction dont I’expression est un polyndme sur un autre.
** Cette régle n’est valable que quand x — + o 0U X — — .

2x*+x-1
f(x)= =55~ (D, =R)

f est une fonction rationnelle non nulle donc on peut appliquer la régle du quotient des mondmes de plus haut
degré quand x — + o0 OU X — — 0.

lim f(x)= lim 2 = lim (2)=2

X—>+0 X—>+o0 X2 X—>+0

lim f(x)= lim 2 = lim (2)=2

X——0 X—>—0 X2 X—>—o0

On peut aussi adopter une présentation des calculs en colonnes.

2 2
sim 0= tim (2] | im (3= tm (25

= lim (2) = lim (2)

X+ X—>-®

=2 =2

3
f(X)=3X27;(+51 (D = 2; inutile de le chercher dans ce cas)
x> —2X+

L’ensemble de définition n’apparait pas immédiatement (néanmoins, un calcul mental montre que le

discriminant réduit du polyndme du dénominateur est strictement négatif donc I’ensemble de définition est R).

Il est inutile de perdre du temps a le chercher. Comme on cherche les limites de f en + oo et — oo, il suffit de
savoir que f est définie au voisinage de + oo et — 0.

f est une fonction rationnelle non nulle donc on peut appliquer la régle du quotient des mondmes de plus haut
degré.



. . X3 (X
Jim, £(x) ‘x'lTw[wJ‘x'lTw@‘“" Rappel Limites de référence

. . X3 . (X .
Jim f (x)= Jim Eoall Jim 37 n est un entier naturel non nul.
1°) Regle 1
On peut aussi adopter une présentation des calculs en colonnes.
lim (x")=+c0
. . X3 . . X}
Jim f (x)= xl—lmw[?)sz Jim (x)= xI_|)mw[3x2J +o0 sinest pair (2,4,6...)
X X lim .(Xn ) -
= Nim, Ej =lim |3 T~ —oo si nest impair (1, 3,5...)
- - 2°) Regle 2
f(x)= # (D = 2; inutile de le chercher dans ce cas) XI_',TQ/— =t
X —=X"+3x+1
3°) Régle 3
L’ensemble de définition n’apparait pas immédiatement : le polyndme du dénominateur est un polynéme du
troisieme degré et il n’y a pas de régle pour déterminer les racines d’un polyndme du troisieme degré. lim 1 0

Il est inutile de perdre du temps a le chercher. Comme on cherche les limites de f en + oo et — oo, il suffit de X0 XM

savoir que f est définie au voisinage de + oo et — oo, 1
lim —=0
X——0 X
f est une fonction rationnelle non nulle donc on peut appliquer la régle du quotient des mondmes de plus haut
degré. 4°) Regle 4
. - (x (1 o1
= == = |= lim—=+o
Jim 1) = tim ] 'm(J 0 X
lim £ (x)= lim [ %)= 1im [ 2 ]=0 . .
X0 x| X3 ] x| X2 + oo si n est pair (2,4,6...)
imlo T
im—=
LR N
—o0si n est impair (1, 3, 5...)

5°) Régle 5 (limite d’une fonction constante)

k est un réel fixé

G



