TS1 | Devoir pour le lundi 17 décembre 2012  reedtett

Onnote X, X,, ..., X, des réels (nest un entier naturel supérieur ou égal a 1).
1. Le flocon de neige ou courbe de Von Koch On pose S =X, +2X, +3X; +...+NX,.
L’unité de longueur est le centimétre. Les deux questions sont indépendantes.
On réalise une suite de polygones C, de la maniére suivante. On part d’un triangle équilatéral C, de coté 1.
Sur chague coté, on considere les deux points qui partagent ce segment en trois segments de méme longueur. 1°) On suppose dans cette question que X;, X,, ..., X, appartiennent & I’intervalle [- 1 ; 1].
Sur le segment central, on construit alors vers I’extérieur un triangle équilatéral et I’on supprime le segment n(n+1)
central. Démontrer que I'ona | S | < >
n n
2°) Démontrer que 'ona S = E S, avec s, = E X -
i=1 k=i

Pour le polygone C,, on note x, le nombre de cdtés, |, la longueur de chaque cté, P, le périmetre (en
centimétres) et A I’aire en cm?

Partie A

1°) Déterminer la nature de ( x,) ; en déduire x, en fonction de n.
2°) Méme question avec la suite (1,).
3°) Exprimer P, en fonction de n puis déterminer lim P,.

N>+

Partie B

1°) Exprimer I’aire S d’un triangle équilatéral en fonction de son c6té a.
2°) Calculer A, .

3°) En remarquant que, pour k entier naturel fixé, on construit sur chaque c6té de C, un triangle équilatéral de

k
ooté 1, ., établir Iégalité A, = A +ﬁ(fj .
1219
k
Cette égalité s’écrit aussi A, — A, =§(gj )

4°) Soit n un entier naturel non nul fixé.
A I’aide de la méthode de télescopage, en présentant convenablement, démontrer I’égalité

near i3 (2] )

(N.B. : si on préfére, on peut aussi utiliser le symbole X.)

En déduire que A, :?—%x(gj )

5°) Calculer lim A,. Comparer avec le résultat de la question 3°) de la partie A.
N—>+0
Commenter.
11 s’agit d’une courbe fractale. Les fractales ont été découvertes et étudiées par un mathématicien francais,

Benoit Mandelbrot, mort en 2010. Ces courbes apparaissent dans la nature ainsi que le suggére le titre de
I’exercice.



Corrigé du DM pour le 17-12-2012

1. Le flocon de neige ou courbe de Von Koch

Von Koch est un mathématicien suédois né en 1870 et mort en 1924. On a donné son nom a I’une des
premiéres fractales (courbe ou surface de forme irréguliére ou morcelée qui se crée en suivant des régles
déterministes impliquant une homothétie interne) : le flocon de Koch.

Partie A
1°)
e Déterminons la nature de (X,).

Chaque coté du polygone C, est remplacé dans C,,, par 4 cotés.
Or x, désigne le nombre de cotés de C,,.
Donc le nombre de cotés de C,,, est égal a 4x,,.

DoncVneN X, =4X,.
Par suite, (x,) est une suite géométrique de premier terme x, =3 et de raison 4.

e Déduisons-en x, en fonction de n.
VneN x,=3x4"

2°)

e Déterminons la nature de (1,).
Un c6té de C, a pour longueur 1.

- . . | .
On le divise en trois segments de longueurs égales, donc de longueur g" Deux de ces trois segments

deviennent des cotés de C,,,, le troisiéme sert de base & un triangle équilatréal dont les deux autres cotés
deviennent aussi des cotés de C

n+l*

o |
Donc tous les cotes de C,,, ont pour longueur |, =§".
DoncVneN |, =§".

Par suite, (1) est une suite géométrique de premier terme 1, =1 et de raison 3

e Déduisons-en | en fonction de n.

VneN In:(lj
3

39

e Exprimons P, en fonction de n.

Le périmétre du polygone C, est égal a son nombre de cdtés, x,, multiplié par la longueur de chaque coté, |
Donc

P, =x,xl,

n

=3x4"x 1
3
of)
3

e Déterminons lim P, .

n—>+w

_(4Y 4
lim|—=| =40 car —>1
n>+o| 3 3

3>0donc lim P, =+c0.

N—-+o0

Partie B

1°) Exprimons I’aire S d’un triangle équilatéral en fonction de son coté a.

aV3

La hauteur d’un triangle équilatéral de coté a est égale a E

Donc I’aire d’un triangle équilatéral de coté a est égale a 5 2 _9N°

On peut aussi utiliser la formule donnant I’aire d’un triangle quelconque en fonction de la longueur de deux

. T
axaxsin- 2
cOtés et de I’angle qu’ils forment : #3 _2 f .

2°) Calculons A,.

C, estun triangle équilatéral de coté 1.

B3

Donc Aj=—.
A 4
- - J3(4)
3°) Etablissons I'égalite A, ,, = A, * 3
Sur chaque coté de C,, on construit un triangle équilatéral de c6té |, .,
Donc on construit x, triangle équilatéraux de coté 1, ,, dont les aires vont s’ajouter a I’aire de C, .

n-



Donc :

e Déduisons-en que A, =&_ﬂx(g) )

5 20
zx\/§
Aca = A+ X x 4y
(4 ™ 9) 9|, (aY : ST
Ona:l+|—|+.+|=| = 7 "& 1- (somme des puissances consécutives d’un méme
\/é 1 k+1 2 9 9 1_7 5 9
_A<+3><4k><—>< (7j 9
3 nombre différent de 1)
k+1 n
7 [(1Y 3ol (4
:Ak+3><4k><7>< (gj Done A, = Ab+12 5 9
YENE! = f
:Ak+3><4k>< 2 ng*i =A+ 9
NPT O - 3,38 33
4 9 9 4 20 20 |9
8J3 33 (4Y
5 (av :i_ix(,j
=A+—x| = 20 20 \9
12 \9
. _2/3 33
4°)n e N fixé —
)ne 5 20 (9]
\/g 4 4 2 4 n-1 50)
e Démontrons que +—|1+—+ +..+ .
aue A=A 12 9 |9 9 Calul lim A
e Calculons lim A .
k N—+c0
D’aprés la question précédente, ona: A, — A :ﬁ(gj .
lim (ﬂj =0 car —1<ﬂ<1
Donc e 9 9
NG donc Iim/—\;?.
K-h=1
%_% ~ 3 4 e Comparons avec le résultat de la question 3°) de la partie A.
129 Dans la question 3°) de la partie A, on avait trouvé lim P, =+c0.
o Commentons.
\/5 4 n-1
A _% = Ex(gj Le résultat est un peu surprenant car on obtient une suite de figures dont le périmétre tend vers + o et I"aire tend
vers un nombre fini.
Par somme,

A-A :£+£x(4j+...+ﬁx(fjﬂ :

12 12 9 12 \9

a=af (33|



S =X 42X, +3X; +...+ Nx,.

1)vie{l;2;...;n} xe[-1;]]
n(n+1)

Démontrons que I'ona | S| <

En additionnant membre & membre ces inégalités qui sont toutes de méme sens, on obtient :

-1-2-...-n<SK1+2+...+n
soit "1+ g n(n+)

2 2
Donc | S | gw.

2°9) 5= Zxk

k=i
n

n
Démontrons que I'ona S = E S, avec s, = E X, -
i=1

k=i

S, =X+ Xy ot X,
S, = X H.t X

Par somme : E S =X +2% +..+nX, =S

i=1

Donc S =Zs. .

i=1



