TS | Exercices sur les probabilités conditionnelles

On lance une fois un dé truqué. On note le nurdéra face supérieure. L'expérience est modéliaédadoi
de probabilité® donnée dans le tableau ci-dessous :

Résultats possibleg 1 2 3 4 5 6

Probabilités 0,1 0,1 0,1 0,1 0,3 0,3

Calculer la probabilité d’obtenir un numéro paictsant que c’est un multiple de 3.
Donner le résultat sous la forme d’une fractioadrrctible. On nommera deux événements.

Soit A et B deux événements d'un espace probakflisP) tels queP(A)=0,4, P(B)=0,1 et
P(B/A)=0,05.
CalculerP(ANB) et P(A/B). Donner les résultats sous forme décimale.

Un échantillon de personnes comprend 55 % d’honends % de femmes. Pour cet échantillon, 25 % des

hommes et 10 % des femmes pratiquent un sport.

On interroge au hasard une personne de cet éd¢bantil

1°) On considére les événements S : « la persamaiigye un sport » et F : « la personne est unenfem
On adopte le modele d’équiprobabilité.

Faire un arbre de probabilité avec ces événemetears contraires ; compléter en mettant les friibés
correspondantes en utilisant les indications deoh&é au-dessus des branches.

2°) Calculer la probabilité que la personne intgé@pratique un sport.

Donner le résultat sous forme décimale.

On dispose d'une piece truquée telle que la piibtgal’apparition de « pile » en un lancer soiaﬁsgag .

On dispose également de deux urhgset U, .

L'urne U, contient 5 boules rouges et 4 boules noires.

L'urne U, contient 3 boules rouges et 2 boules noires.

On lance la piéce une fois. Si elle tombe sur & pjlon choisit une boule au hasard dans I'wpe si elle tombe
« face », on choisit une boule au hasard dansd’urn

1°) Faire un arbre de probabilités en nommant dséxements.
2°) Calculer la probabilité d’obtenir une boule geuDonner le résultat en fraction irréductible.

Dans une population donnée, 15 % des individusaiteints par une maladid, . Parmi ces derniers,
20 % ont aussi la maladid,. Parmi les individus non atteints plr; , 4 % ont la maladiév,.

On choisit un individu au hasard.

1°) Faire un arbre de probabilités.

2°) Calculer la probabilité que cet individu sdieant par la maladiév , .

Donner le résultat en écriture décimale.

@ Une urneU, contientn boules blanches et 10 boules noi(a& N*).

Une urneU, contient une boule blanche et une boule noire.

On tire au hasard une boule dans l'uttheque I'on place dans 'urn#,. On tire ensuite une boule dans I'urne
u,.

1°) Faire un arbre de probabilités. Pour trouvenaeurs des probabilités conditionnelles, ororaisra sur la
composition de 'urndJ,, apres le tirage dans l'urrig, .

2°) Calculer la probabilitép, pour que la deuxiéme boule soit blanche.
3°) Déterminer lim p, . Interpréter ce résultat.
n—+w

Test médical

On suppose qu’un sujet, venant consulter dansmiteenospitalier donné, a la probabilité 0,3 dé&tteint
d’une certaine maladie.

Chaque sujet subit un test.

On sait que :

e si un sujet n'est pas malade, 9 fois sur 10 lamép au test est négative ;

e s'il est malade, 8 fois sur 10 la réponse esttpesi

1°) Faire un arbre de probabilités avec les événesid : « Le sujet est malade » et T : « Le tespaesitif ».
2°) Quelle est la probabilité pour un sujet d’avgie réponse positive au test ?

Donner le résultat sous forme décimale.

3°) Si le test est positif, quelle est la probabitjue le sujet soit malade ?

Donner le résultat sous forme d'une fraction iretite.

Un artisan est contacté a domicile par ses clmntsppel téléphonique. Il dispose d'un répondeansque
I'artisan est absent, il branche systématiquengerégondeur ; lorsqu'il est présent, il le branahe fois sur trois
(on suppose que, lorsque l'artisan a branché smomdur, il ne répond pas).

Lorsqu’un client téléphone, il tombe quatre fois cing sur le répondeur.

Un client téléphone a l'artisan.

On définit les événements A : « L'artisan est pnéseet R : « Le client obtient le répondeur ».

Donner les résultats sous forme de fractions ictiles.

1°) Faire un arbre de probabilités.

Calculer la probabilité de A.

2°) Sachant que le client obtient le répondeurddner la probabilité que I'artisan soit présent.

@ Une étude statistique sur un groupe de sporpifsrais d’estimer qu’en période de compétition, pour
sportif pris au hasard dans ce groupe, la prob&kilétre déclaré positif au contréle anti-dopasfe0e02. La prise
d’'un médicament peut influencer le résultat du dat

Ce médicament est pris par 25 % des sportifs dupgro

Pour un sportif qui utilise ce médicament, la ptoliz d'étre déclaré positif est 0,05.

Faire un arbre de probabilités avec les événeniénts Le sportif utilise le médicament » et T : & gportif est
déclaré positif ». On notesala probabilité de T sachaM .

Déterminer la valeur de

* La valeur 0,05 donnée dans 'énoncé peut semlderfaible. Elle est néanmoins en accord avec laégégan
< général, les produits dopants sont fabriqués tiegette que la concentration restante dans le dangle
¢ sang soit tres faible.
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La proportion de piéces défectueuses dans usi@gale a 0,04.
Le controle de fabrication des piéces est tel que :

e si la piece est bonne, elle est acceptée aveobapilité de 0,97 ;

o si elle est mauvaise, elle est refusée avec |laapibité 0,98.



On prend au hasard une piece et on la contrdle.

1°) Calculer la probabilité qu'il y ait une errede contr6le. Donner le résultat sous forme décimale
2°) Calculer la probabilité qu’une piéce acceptiemauvaise.

Donner le résultat sous la forme d’une fractioédrrctible.

On lance une fois un dé non truqué. On consid&ré¥énements A : « obtenir un numéro pair » et
B : « obtenir un numéro inférieur ou égal a 4 ».
Les événements sont-ils indépendants ?

Soit A et B deux événements indépendants d’'uncespeobabilisé(, P) tels queP(A)=0,1 et
P(B)=0,5.
Calculer P(A UB) . Donner le résultat sous forme décimale.

Deux chasseurs tirent simultanément sur une dilel@remier a 80 % de chances de I'atteindre ; Ixidene

a 70 % de chances de l'atteindre.

Quelle est la probabilité

1°) que la cible soit atteinte par au moins I'us deux chasseurs ?

2°) gu'aucun chasseur n’atteigne la cible ?

Indication : Considérer les événements A : « le premier chasgaint la cible » et B : « le deuxieme chasseur
atteint la cible ». On notera que les événemeras B\sont indépendants.

Donner chaque résultat sous forme décimale.

Dans un pays imaginaire, a la suite d’'un déreghtmiématique, le temps évolue de la maniére suean
On admet qu’un jour donné soit il fait beau, siopiéut.

S'il fait beau un jour, alors il fera beau le jawivant avec la probabilit%. S'il pleut un jour, alors il pleuvra

encore le lendemain avec une probabigté

Aujourd’hui, il pleut. On s’intéresse a la probééilqu’il fasse beau demain, dans 2 jours, damsisj... dans
jours.

Pour tout entier natured >1, on désigne paB, I'événement « il fera beau teieme jour ».

/B,) etP(B,./B,).

Recopier et compléter I'arbre ci-dessous en éctileanvaleurs des probabilités a la place des iiém{on ne
mettra rien sur les deux branches qui partent dudrde base).

1°) Donner, poun>1, les valeurs deP(B

n+l n+l

\ / Bn+1
1 1
2°) Etablir que, poun>1,ona:P(B,,)= GP(B")+§'

3°) On pose désormaig, = P(B, ) pour tout entier naturei >1.

D’aprés la question précédente, opg == +?13 pour tout entier naturei > 1.

Le but de la question est de déterminer I'expresd®p, en fonction de puis sa limite lorsque tend vers +o.
Pour cela, on pose, = p, —

a) Déterminer la nature de la sufte)) .

b) En déduire I'expression dg, en fonction de pourn>1.

c) Déterminer lim p,. Comment peut-on interpréter ce résultat ?
n—+w

Une urne contient trois boules blanches et deukesmoires.

On tire une boule au hasard dans |'urne puis, lsar@nettre dans I'urne, on en tire une deuxiembasard.
Calculer la probabilité des événements suivantgisant les probabilités conditionnelles (faine arbre de
probabilité) :

A : « les deux boules sont blanches » ;

B : « les deux boules sont noires » ;

C : « les deux boules sont de la méme couleur » ;

D : « les deux boules sont de couleurs différentes

Donner les résultats sous forme de fractions ictlies.

Une urne contient deux boules rouges et deux bowd&es.

On tire successivement deux boules avec remise.

Calculer la probabilité des événements suivantgisant les probabilités conditionnelles (faine arbre de
probabilité) :

A : « obtenir deux boules de la méme couleur » ekBbtenir au moins une boule rouge ».

Un sac contient 5 jetons marqués avec les ldires, R, |, E. On tire deux jetons au hasard susigesnent
sans remise.

Calculer la probabilité des événements suivantgifsant les probabilités conditionnelles (faine arbre de
probabilité) :

E, : « obtenir deux voyelles » ;

E, : « obtenir deux consonnes » ;

E, : « obtenir une voyelle et une consonne (danspoime quel ordre) ».

Donner les résultats sous forme de fractions icéolies.

Modele élémentaire de diffusion d’'une épidémie :lirne a la Polya

a, b, n sont des entiers naturels fixés supérieurs ouégdu

Une urne contierd boules blanches btboules noires (virus de deux types).

On tire une boule au hasard. On note sa coulevegboontaminé par le virus correspondant).
On la remet dans I'urne avedoules de la méme couleur c’est-a-dire que :

- si la boule tirée est blanche, on la remet damsd et I'on ajouten boules blanches ;

- si la boule tirée est noire, on la remet dansiBlet I'on ajoutan boules noires.

On tire a nouveau une boule au hasard dans 'urne.

1°) Faire un arbre de probabilité avec les événésrgrivants :

B, : «la boule obtenue au premier tirage est blanche

N, : «la boule obtenue au premier tirage est noire »

B, : «la boule obtenue au deuxiéme tirage est banch

N, : «la boule obtenue au deuxiéme tirage est moire

2°) CalculerP(B,) (ne pas développer mais factoriser) ; comparer &(&, ).
Indication : Raisonner sur la composition de I'urne au deuxiérage.



Corrigé

N.B. On ne peut pas trouver cette probabilité @¢amthelle de maniéere intuitive car on n’est passiane
situation d’équiprobabilité.

P(ANB)

On utilise la définition P(A/B)= 0

(On applique la formule sans se poser de questiole s« sachant que » dans cette situation).
Solution détaillée :

Calculons la probabilité d’obtenir un numéro pair sachant que c’est un multiple de 3.

On définit les événements A : « le numéro obtenpais » et B : « le numéro obtenu est un multgees ».

On chercheP(A /B).

Pour décrypter la question, il faut faire une aselgrammaticale de la phrase.

Calculer la probabilité dbtenir un numéro pair [ sachant guec’est un multiple de 3
S

%—/
A B
On va donc appliquer la formule(A / B) = P(%Q;B)

I faut donc calculeP(B) et P(ANB).
P(B)= P(3)+ P(6) =04

Pour calculer la probabilité d&NB, il n’y a pas de formule.
On va d’abord définir A0 B puis on cherche les résultats qui correspordest événement.

A N B : «obtenir un numéro pair etultiple de 3 »

Un seul résultat correspond 2B : 6.
P(ANB)=P(6)=03

(AnB) 03
P(B)

P(A/B)=

04
On peut aussi écrireR, (A) =

Mw Mw

On utilise la formule des probabilités composées.

Solution détaillée :

P(A)=0,4 P(B)=0,1 P(B/A)=0,05

CalculonsP (AN B) etP (A/B).

P(ANB)=P(A)xP(B/A) (formule des probabilités composées)
-0,4x0,06
=0,02

P(ANB)
P(B)

_o,m®

T 01

=0,2

P(A/ B) = (formule de définition de la probabilité cotiainnelle)

1°) Arbre de probabilités

Inutile de définir les événemenkset S contraires de F et S.
S : « la personne pratique un sport »
F : « la personne est une femme »

S
/ < .
\ i S
F
T
Compléter avec les probabilités écrites sous fatémmale (lorsque les probabilités sont calculégartr de
pourcentages, on donne les résultats sous fornnalég.

P(F)=2_0,45

100

(

P(F)=0,55

P(S/F)= 0,2t
(

P(S/P=0,1



probabilités probabilités
simples conditionnelles
S
P(S /F) =0,
P (F) =0,45
0,9 ~
S
S
0,25
P(F)=0,55
E
P(S/F)s0,75

S
Attention a la lecture de I'énoncé :

e L'énoncé dit : « Un échantillon de personnes cangr55 % d’hommes et 45 % de femmes. »
Ces deux informations fournissent giesbabilités simples

e L’énoncé dit : « Pour cet échantillon, 25 % destmes et 10 % des femmes pratiquent un sport. »
Ces deux informations fournissent gesebabilités conditionnelles

2°) Calculons la probabilité que la personne interrogégratique un sport.

On écrit que les événements Fretonstituent un systéme complet d'événements etaiplique la formule des
probabilités totales :

P(S)=P(SN A+P( 1§
=P (F)x P(S/F)+P (F)x P(S/F)

=0,45< 0, 0,5% @5
=0,1825

La probabilité que la personne interrogée pratigqueport est égale a 0,1825.

L’événement « la personne pratique un sport »eestunion des événements
« la personne pratique un sporest une femme » et « la personne pratique un spest un homme ».

(4]

1°) Arbre de probabilités

A : «la piéce tombe sur pile »
R : «la boule tirée est rouge »
On effectue un arbre dans lequel on met les prétgabsous forme fractionnaire.

R

3
DN

2
3
4 SR
9
R
1 3
3 N 5
A\
2 SR
5

2°) Calculons la probabilité d’obtenir une boule rouge.

Les événements A & constituent un systéme complet d’événements deapeés la formule des probabilités
totales, on a:

P(R)=P(RNA)+P(RNA)
=P(A)xP(R/A)+ P(K)x P(R /K)

2 513
=—X—+—=X—
39 35
7
135
. - . 77
La probabilité que la boule tirée soit rouge esﬂegHS.

Si la piéce était non truquée, on obtiendrBifR) = ?13 =0,166.. .

Cette probabilité est beaucoup plus faible que tanas de la piece truquée considérée dans I'énonc



1°) On définit les événements

A: «lindividu est atteint par la maladid, » ;
B : « l'individu est atteint par la maladi, »

B
P(B /A) = 0,2
P(A) = 0,15
P(B /A)=0,8
B
B B
P(B/A)=004
P(A)=0,85
A
P(B/A)=0,96
B

2°) Les événements A @t constituent un systéme complet d’événements d@peés la formule des
probabilités totales, on a :

P(B)=P(BNA)+P(BNA)
=P(A)xP(B/A)+P(A)xP(B/A)
=0,15¢ 0,2+ 0,85 (D4
=0,064

Conclusion : P(B)=0,064

SANANAANANANAANAAAAANAANAAAAAANAANANAAAAAAAAAANAAAAAAAAAANAAAAAANANAANA AN AN

Théme de I'exercice urne de composition variable ou urne a composéiaiutive

1°) Définir les événements

- B1: « la boule tirée au premier tirage dans I'urneekt blanche »

- N1 : « la boule tirée au premier tirage dans 'urneekk noire »

- B2 : «la boule tirée au deuxieme tirage dans I'lWaest blanche »

- N2 : « la boule tirée au deuxieme tirage dans I'Waest noire »

On adopte le modele d’équiprobabilité ; réfléclauples probabilités conditionnelles que I'on duoittre dans
I'arbre.

Probabilités conditionnelles

Probabilités simples

B>

N>

B>

P(N,/N,) =2

N>

Remarque : Pourquoi on « fait » 4 événements ?
On pourrait nen « faire » que 2 (avec les congigir
C’est bon avec 2.

Mais c’est plus parlant avec BNy, By, No.

Si on a tiré une boule blanche dans I'urne &lors cette boule est placée dans I'urpe U

Donc I'urne Y contient 2 boules blanches et 1 boule noire.

Si on a tiré une boule noire dans I'urng Blors cette boule est placée dans I'urge U
Donc 'urne U contient 1 boule blanche et 2 boules noires.



On notera que dans les deux cas, I'uraedhtient toujours 3 boules.

2°) Calculons la probabilité p, pour que la deuxiéme boule soit blanche.
On doit calculerp, = P(B,).

Les événements;®t N; constituent un systéme complet d’événements.
Donc d’aprés la formule des probabilités totalesao

pn:P(Bszl)+P(anN1)
:F’(Bl)xP(leBl)+P(N1)><F’(BZ/N1)
2 n 1 10

==x +=x
3 n+10 3 n+10

2n+10

3(n+10)

3°) Déterminons lim p,.
n—+w

1°® méthode :
lim p, =Ilim M: li E:f2 (regle de la limite d'une fonction rationnedie +oo)
N>+ N>+ 3(n+10) n>+o 3 3
2° méthode :
WneN' p, = 2n+10
3(n+10)
* n n
vneN p,= =—x
3/f(1+£Jj 3 4,10
5
™ 20410 2
lim 10 =1donc lm ———=—
n—>+o 14 n—+ow 3(n+ ]_0) 3

o 2
Par swte,nILnJQc p, = 5 .

Lorsque le nombre de boules blanches tend versla probabilité de tirer une boule blanche &tirage tend

2
vers —.
3

Comment peut-on expliquer le résultat ?

Lorsque le nombre de boules blanchekns 'urneU, tend vers +o, on est quasiment sar de tirer une boule
blanche dans I'urne {£t ainsi, on est quasiment sr de tirer une bolaleche dans une urne qui contient 2

boules blanche et une probabilité de tirer unedbidnche au®irage tend ver%3 .

Version plus simple du_§ :

Une urne Y contientn boules blanches et 10 boules noires (N ).

Une urne Y contient une boule blanche et une boule noire.

On tire au hasard une boule dangjUe I'on place dans I'urneUOn tire ensuite une boule dans l'urng U
1°) Faire un arbre de probabilités a I'aide deséwmgents

- B:1 : « la boule tirée au premier tirage dans I'urneebt blanche »

- N1 : « la boule tirée au premier tirage dans I'urneekt noire »

- Bz : « la boule tirée au deuxiéme tirage dans I'iWpest blanche »

- N, : « la boule tirée au deuxieme tirage dans I'Wpest noire »

Si on a tiré une boule blanche dans I'urnedlors cette boule est placée dans I'urae U
Donc l'urne Y contient ........ boules blanches et ........ boule noire.

Si on a tiré une boule noire dans I'urng Blors cette boule est placée dans I'urae U
Donc l'urne Y contient ........ boule blanche et ........ boules noires.

2°) Calculer la probabilitép, pour que cette derniére boule soit blanche.
3°) Déterminerlim p, . Interpréter ce résultat.
N—>+o0

1°) Faire un arbre en faisant figurer les prob&slsous forme décimale.
2°) P(T)=0,31

3) P(MIT)= 20

Solution détaillée :
1°) Arbre pondéré
M : « Le sujet est malade »

T : « Le test est positif »




P(T/M)=08

?
2°) Calculons la probabilité pour un sujet d’avoir uneréponse positive au test.

Les événements M @il constituent un systéme complet d’événements dapeésb la formule des probabilités
totales, on a:

P(T)=P(TNM)+P(TNM)
=P(M)xP(T/M)+P(M)xP(T/M)

=0,3x 0,8+ 0,% O,
=0,31

Conclusion :
La probabilité pour un sujet d’avoir une réponssitde au test est égal a 0,31.

3°) Calculons la probabilité que le sujet est malade shant que le test est positif.

La question consiste a retourner I'arbre de prdivébi

P(MNT)
P(T)

. 0,3x0,8

T 0,31

_24

31

D'aprés la définition du cours, dor(M / T) =

Il est intéressant dans ce type d’exercice de tlta probabilité d’un faux-positif ou d’'un fauxégatif.

Il faut bien lire I'énoncé pour le traduire en pabiiités : P(R):%1 ; P(R/Z) =1; P(R /A) =% (les deux

derniéres probabilités sont des probabilités cantielles).

1°) Calculons P(A).
On poseP(A)=x.Ona anrsP(K) =1-x (formule P(K) =1-P(A)).

On dresse un arbre de probabilités.

_—
/

A\

~

WIN Wik
3|

R

En général, on n’écrit pas la branche qui porrddabilité 0.

Comme la probabilité conditionnelle @& sachantA est nulle, il est possible d’'omettre la brangheR .
On utilise la formule des probabilités totales.
P(R)=P(RNA)+P(RNA)

=P(R/A)xP(A)+P(R/A)xP(A)

xX+1x(1-x)  (1).

Wl

Compte tenu des probabilités données dans I'énceti&, derniere égalité donngi



(1) & 4_Xg x
5 3
& 4 =1-—x — T
5 __005
M
PN % :1_6 / 0’95\ _
3 5 0,25 T
2x 1
& —==
3 5
3 0,75 X T
& X=— \ /
10 M
Donc P(A):i. k T
10
Les événements M @il constituent un systéme complet d’événements dapeés la formule des probabilités
2°) Déterminons la probabilité que I'artisan soit présat sachant que le client obtient le répondeur. totales, ona P(MNT)+ P(M ﬂT) =P(T) ().
On chercheP(A/R).
(1) & 0,25¢ 0,05+ 0,7%= 0,0

On utilise la formule de définition d’'une probat#liconditionnelle.
< 0,0125+ 0,7%= 0,0

p(a/R)=P(ROA)
P(R) & 0,75¢= 0,007t
1 8
1 2
__ 210 . 0,0075
4 0,75
5
1.3 & x=0,01
10 4

-1 (simplification du 5 et du 10)
2x4

@I



P(E)=P(ANB)+P(ANB)
On considére les événements = P(A/E)x P(§)+ P(KB)X P(B)

A : «la piéce est acceptée » ; =0,02<0,04- 0,03 08
B : « la piéce est bonne ». =0,0296

La probabilité qu’il y ait une erreur de contrle est égale a 0,0296.
A On remarquera que cette probabilité est assezfaibl
P(A/B)=0,97

2°) Calculons la probabilité qu’'une piece acceptée samauvaise.

Le texte demande : « calculer la probabilité qu'pigee acceptée soit mauvaise ».
On regarde parmi les piéces acceptées celles quirsvaises.

P(B)=0,96 On doit calculer la probabilité quune piéce soduvaise sachant qu'elle a été acceptée (et pasimue !).
Il s'agit de calculer une probabilité conditioneell
_ P(ANB
P(B/A) =7( )
P(A)
_ P(ANB)
P(B)=0,04 ~ P(ANB)+P(ANB)
P(A/B)xP(B)
~ P(AB)xP(B)+P(A/B)xP(B)
P(A /B)=0,9
~0,04x 0,02
7 0,932
A ~0,0008
L . 0932
1°) Calculons la probabilité qu’il y ait une erreur de contrdle. 8
On note E I'événement : « Il y a une erreur de rébet». 9320
Il'y a une erreur de contrdle dans les deux cassts : _ 1
- la piéce est défectueuse et a été acceptée ; 1165
- la piece n'est pas défectueuse et n'a pas éabtre
La probabilité de E est égale a la probabilité laugiece soit bonne et refusée plus la probaljli la piece soit La probabilité qu'une piéce acceptée soit mauvessegale 3165
mauvaise et acceptée (attention a la formulaticsiagit bien de « et » qui se traduisent par désrsections et
non de « sachant »). On calcule & parP(A)=0,96x 0,97+ 0,04 0,02 0,9: grace & la formule des probabilités totales (jpiacle

=\, (= séparation des calculs).
E=(ANB)U(ANB) P )
Les événements A B et A(\B sont incompatibles (car A @ sont incompatibles ou B & sont
incompatibles).
Une piéce ne peut étre a la fois
- défectueuse et acceptée

et
- non défectueuse et rejetée

(C’est du simple bon sens).



A : « obtenir un numéro pair »

B : « obtenir un numéro inférieur ou égal a 4 »

Cherchons si les événements A et B sont indépendant

L'univers des possibles e§t={1;2;3;4;5;§.

Il faut dire que I'on est dans un cas d’'équiprobibi

On modélise I'expérience aléatoire par la loi diggobabilitéP.

1% méthode :

A={2;4;6
-3

B={1;2;3;4

p(B):iG‘:

wlin

A N B : « obtenir un numéro pair inférieur ou égal & 4

ANB={2;4} (accolades d’ensembles)

P(AﬂB)=%=

Wl

p(A)xp(B):iX%:

2

Wl

Ce résultat ne découle pas du bon sens, il n"yedeaalcul qui nous le montre.

2° méthode :

P(A/B) :%:—; (parmi les 4 numéros inférieurs ou égaux & 4gihya 2 qui sont pairs) &(A) =

On constate qu@(A/B)=P(A). Par suite, A et B sont indépendants pour I#loi

Méme raisonnement aveR(B/A) :g et P(B)

4
6

(I'événement A0 B est constitué de deux issues)

doncA et B sont indépendantgpour la loiP.

wlin

3
6

N =

A et B sont deux événements indépendants d'un egpababiliséQ, P).
P(A)=0,1

P(B)=0,5

CalculonsP(A U B).

Ona:P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

Or A et B sont indépendants pour la probabMgar hypothése (on est obligé de le réécrire daaslltion au
moment ol on I'utilise) don®(ANB)=P(A)xP(B).

Par suite,P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A)xP(B)
=0,1+ 0,5-0,% 0,
=0,6-0,0¢

&55

A : « le premier chasseur atteint la cible »
B : « le deuxiéme chasseur atteint la cible »

D’aprés les informations de I'énoncé :
* P(A)=0,8
e P(B)=0,7

¢ A et B sont indépendants

1°) Calculons la probabilité que la cible soit atteintgopar au moins I'un des deux chasseurs.
On considere I'événemekt: « la cible est atteinte par au moins I'un deselix chasseurs ».

L’événement E est réalisé lorsque :

- le 1* chasseur atteint la cible et [Bchasseur n'atteint pas la cible ;
- le 1* chasseur n'atteint pas la cible et feeBasseur atteint la cible ;
- le I* chasseur atteint la cible et [echasseur atteint la cible.

Dans les deux premiers cas, la cible est attemtenp seul des deux chasseurs ; danSd¢as la cible est atteinte
par les deux chasseurs.
Dans tous les cas, la cible est atteinte soit Emitlpar 2 chasseurs donc par au moins un chasseur

L’événement E est la réunion des événements A et B.

E=AUB
Donc P(E)=P(A)+P(B)-P(ANB) (formule toujours valable).



Or A et B sont des événements indépendants (@pur

Donc P(ANB)=P(A)xP(B). Donc P(F)=P(ANB)

=P(A)xP(B)
P(E)=0,8+0,7-0,& 0, =0,2x0,3
=0,94 =0,06
2°) Calculons la probabilité que la cible ne soit att@ite par aucun chasseur. On peut alors retrouver le résultat de la quest®r{probabilité de I'événement contraire).
F : « aucun chasseur n'atteint la cible »
F es£|'événement contraire de E. B, : « Il fait beau lew-iéme jour » (n>1)
F=E
_ 1°) Arbre de probabilités
P(F)=P(E)
-1-P(E) P(BM/Bn):%
=0,06 — 1
I:)(Bn+1 / Bn) = 5

Commentaire :

La difficulté dans ce type d’exercice est d’expnirtess événements E et F en fonction des événemegits.

Autre méthode pour la question 2°) : indépendancees événements contraires.

@ |

w|

F=ANB

Comme A et B sont indépendanss, et B sont indépendants.



2°) Démontrons que P (B,,,,) =%+% P(B,)-

B, et BT, constituent un systéme complet d’événements dbapres la formule des probabilités totales, on a :

P(Br1) = P(Bn1NB,)+ P(BriNB, ).

(en effet, pour tout événement A, orP4B, ;) = P(B,,,NA)+ P(Bmlﬂx) ; on choisit iciA =B,,)
=P(B,)xP(By./B,)+P(B,)xP(B,./B,)

1 — 1

= P(Bn)><§+ P(Bn)x5

=P(B )x1+[1— P(B )]x}

V2 "3

(en effet, d’aprés la régle donnant la probabditén événement contraire, pour tout événement Aq on

P(A)=1-P(A) ; on choisit iciA = B,,)

- P(Bn)x%+[1— P(Bn)]xé

P(By2) =5+ gP(En)

3°) Etude de la suite( p,) au moyen d’une suite auxiliaire

Ona:P(B,)=p, et P(B.1)= Pn.1 -

Donc p,,;= %+?13 p, (relation de récurrence pour la sufte,))

2

vneN u,= P

a) Déterminons la nature de la suite(u, ).

. 2
vneN Uniy = pn+1_g

1 2

+7 —_—
6p” 5
1

_1

"3

1

"6 15
1 2
ol
_1
"6

Un

(un) est une suite géométrique de raispﬁ%.

Calculons le premier terme :

p, = P(B,) =0 car I'"énoncé nous dit qu'il pleut I€"Jour donc I'événemenB, (« il fait beau le 1 jour ») est
I'événement impossible.
(S'il avait fait beau le T jour, on aurait eu p, = P(B,)=1).

Donc uy, =0—g=—f
5 5
Conclusion :

. S . 2 . 1
(u,) est une suite géométrique de premier terme, = — 5 et de raisong = rt

b) Exprimons p, en fonction den pour n>1.

. L2 (1)
vneN Un=u1><qn1=—g><(6j

2 2 . 2 1
Oru,=p ——doncp,=u +— doncVne N =—|1-
n pn 5 pn n + 5 € pn 5( 6n—1)

c) Déterminons lim p, en fonction den pour n>1.
n—+ow

6>1donc lim 6" =+

n—+ow

! Variante :

1 . 2 1 n-1
| On peut aussi écrirevne N p =— 1—(7) .

n-1

| Or —1<%< 1donc lim (6) =0 (on peut appliquer la regle méme sur I'exposantesl alors que la regle
n—+w

|

est énoncée pour un exposant éggl a

On en déduit qu%nlinlo P, :é .

Conclusion :

La probabilité qu’il fasse beau len-ieme jour tend vers— lorsquen tend vers +oo.



Interprétation :

Au bout d’'un trés grand nombre de jours, il y auraquasiment 2 chances sur 5 qu'il fasse beau.

Les exercicebl5],[16],[17] sont des exercices que I'on a déja fait mais querevoit avec les probabilités

conditionnelles.
Dans tous les cas, il s'agit de tirages succesaifs remise.

Il s’agit de I'application des probabilités conditnelles a des tirages successifs.
Il faut mentionner a chaque fois qu'il y a équipabbité.

Tirages successifs sans remise dans une urne
On nommeE,, R, E,, F, les événements définis par :
E, : « la premiere boule est blanche » ;

F : «la premiére boule est noire » ;

E, : «la deuxieme boule est blanche » ;

F, : « la deuxieme boule est noire ».

P(Ez/E]_):1

PE)=
P(RIE)=3 B
P(F1)=§
F
P(RIF)=5

On peut aussi utiliser les événements contraires.
A : « les deux boules sont blanches »

A=E,NE,

Le 14-12-2015

Raphaélle Lange le 14-12-2015

P(A) =P(E.N Ez)
=P(E,)xP(E,/E)

La formule P(A)=P(E,NE,)
=P(E,)xP(E,/E,)

La formule P(A)=P(E,)xP(E,/E,) est valable tout le temps.
Dans le cas d’événements indépendd(&, / E,) = P(E,) d'oti P(A)=P(E,)xP(E,).

B : « les deux boules sont noires »

B=FNF
Donc P(B)=P(RNF,)
2 1
=—X—
5 4
_1
" 10

C : « les deux boules sont de la méme couleur »

On peut écrire C = A B et A et B sont incompatibles.

Donc P(C)=P(A)+P(B)

3 1
==+ =

10 10
_2

5



D : « les deux boules sont de couleurs différentes

oo e Dans l'arbre, il faut bien distinguer probabiligimples et probabilités conditionnelles.

Ici, comme il y a remise, les probabilités conditielles sont égales aux probabilités simples.
Donc P(D) = P(C) e Une autre méthode consisterait & se raccrocheoias sur les expériences aléatoires répétées
=1-P(Q) vues da,s le cours d€"11l s'agit en fait ici d’'un schéma de Bernoulli. ¢

_ AAAAANAANAAANANAANAAAAAAANAANANANAAN AN AN AN AN AN AN AN

Question d’'une éléve a propos de I'arbre de prdibébi{année scolaire 2015-2016) :
probas simples ? probas conditionnelles ?
Il s'agit en fait d'un schéma de Bernoulli. On p@it donc penser qu'il n’y a pas besoin d’arbre. A : « obtenir deux boules de la méme couleur »
Nous allons cependant en faire un et traiter I'eixeravec les probabilités conditionnelles.
Ona:A=(R,NR,)U(N,NN,).

On nomme R Ni, Ry, Nz les événements définis par : Il s’agit d’une réunion de deux événements disgpmt incompatibles.
R, : « obtenir une boule rouge au premier tirage » p(A): P(RlﬂR2)+ P(Nlﬂ N,)
=P(R,)xP(R,/R)+P(N)xP(N,/N
N, : « obtenir une boule noire au premier tirage » l( 11) X (12 )+ P(N)<P(N/N)
=—X—+—X—
R, : « obtenir une boule rouge au deuxiéme tirage » f 2 22
"2

N, : « obtenir une boule noire au deuxieéme tirage »

B : « obtenir au moins une boule rouge »
[On peut écrireB=R, UR, ]

P(B):(Exijxs

2 2

~lw

On peut aussi utiliser 'événement contraire.

Il est inutile de considérer I'événement contréirest vrai aussi, mais ¢a vient tout seul averta).

P(B)=1-P(N,NN,)

1.1
2 2
11
4




Les valeurs sont les mémes qu'a I'exer¢ics .

Cet exercice peut se faire avec un arbre de pb&shic’est long a faire !) ou avec la méthode cleses.

Mais la méthode par les probabilités conditionrsedst meilleure (elle est trés efficace).

5 jetons marqués M, A, R, |, E
On tire successivement deux jetons sans remise.

On nommeV,, C,, V,, C, les événements ainsi définis :
V, : «tirer une voyelle au premier tirage »

C, : « tirer une consonne au premier tirage »

V, : «tirer une voyelle au deuxiéme tirage »

C, : « tirer une consonne au deuxiéme tirage »

e
AN
NN

e

E; : « obtenir deux voyelles »

P(E)=P(VNV.)= 5=

E, : « obtenir deux consonnes »

2 1
P(Ez): P(Clﬂ Cz):gxzz

Bl-

E3 : « obtenir une voyelle et une consonne »

1% méthode :

pe)-3.1.2,3.3, 3 6 ¢
52 5 4 10 10 10 !

2° méthode :

=1-P(E,)-P(E,) (carE, etE, sontincompatibles)

On retrouve bien le méme résultat qu’avec la presnigéthode)
Autre version (Vincent Jacob, année scolaire 2013324) :

On définit les événements :

V, : « obtenir une voyelle au premier tirage »

V, : « obtenir une voyelle au deuxiéme tirage »



E, : « obtenir deux voyelles »

P(El): P(Vlmvz)
=P(V,/V,)xP(V,)
213

“2's

3

10

E, : « obtenir deux consonnes »

P(E,)= P(Vlmvz)
P(17)<P(7)
1 2
=—X—
4 5
_1
10

gllw

Vi

NI

NI

/

\

V2

E, : « obtenir une voyelle et une consonne »

P(E) =P (V\NV,)U(ViNV,) ]
=P(V,NV,)+P(V,NV,)

:qVQVJXPWJ+PWJVDXP&3

Modele élémentaire de diffusion d’'une épidémie : lirne a la Polya

On définit les événements :

B, : «la boule obtenue au premier tirage est blamche
N, : «la boule obtenue au premier tirage est noire »
B, : «la boule obtenue au deuxiéme tirage est banch
N, : «la boule obtenue au deuxiéme tirage est moire

On notera que désigne le nombre de boules que I'on rajoute.
L’énoncé présuppose donc que I'on dispose de baubésé.

© Théme de I'exercice urne de composition variable ou urne a composéiaiutive

Quand on tire une boue blanche au premier tiragegjouten boules blanches dans 'urne.
Quand on tire une boule noire au premier tirageaguten boules noires dans l'urne.

Au deuxiéme tirage, il y a dore+ b+ n boules dans I'urne.



1°)

a+n

a+b+n B2
B1
_a
a+b b
a+b+n No
a
a+b+n B2
b
a+b
N1
k
N2

a+b+n

2°) B, et N, forment un systéme complet d’événements.
Donc d’aprées la formule des probabilités totalesao

P(B,)=P(B.N Bz)+ P(Nlﬂ B,

=P(B,)xP(B,/B,)+P(N,)xP(B,/ N,)

a a+n b a
=—X +——X
a+b a+b+n a+b a+b+n

aw

=————"—  (on ne développe pas le dénominateur)

(a+b) (a+bn)

On observe qué(B,) =P(B,).

Compétences des exercices

- Savoir lire (décrypter, interpréter) un textetermes de probabilités.
Formuler les indications de I'’énoncé en probtésisimples et en probabilités conditionnelles.

- Savoir traduire une question en termes de prét#bi faut-il calculer un probabilité simple ?euprobabilité
conditionnelle ? Ne pas mélanger probabilité d@mhelle de A sachant B et probabilité de/B.

- Savoir calculer une probabilité conditionnellé gm utilisant la définition soit « par logique ».

- Savoir calculer la probabilité d'une intersectamutilisant la formule des probabilités compoggms deux
événements.

- Savoir faire un arbre de probabilité.
- Savoir appliquer la formule des probabilités legapour calculer une probabilité.
- Savoir démontrer que deux événements sont indi&pgn

- Savoir utiliser 'indépendance de deux événempats calculer une probabilité.

La frontiere n’est pas facile a distinguer entrebabilité conditionnelle et probabilité simple.



