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|. Rappels sur les suites géométrigues

1°) Définition [suite géométrique]

On donne trois formulations a savoir par coeur.

2°) Propriété [expression du terme général]

vneN u,=u,xq"

Unesuite géomeétriqueest une suite telle que chaque terme sauf le presiubtient en multipliant le
précédent par un nombre figeappelé laaison.

Pour une suite géométriqqe,) définie sulN’, onavneN" u, =u xq"".
3°) Fonction associée (par rapport a I'exr

On reprend les mémes notations que précédemnfep} est une suite définie sbrgéométrique de raisan
et on suppose qug> 0.

On consideére la fonctioh: x — g définie surR.

On s’autorise a introduire cette fonction qui s&adiée plus tard en lien avec la fonction expaebet
On peut écrire qu&ne N u, = f(n).

1. Relation entre deux termes quelconques d'une st géométrigue

1°) Formule
u est une suite géométrique de raison

n etp sont deux entiers naturels quelconques.

On dit qu'une suite(un) définie sulN est unesuite géométriquepour exprimer qu'il existe un réel
(indépendant de) tel quevneN wu,,, =u,xq.
Le réelq est appelé laaison de la suite.

— n-p
u, =Uu,xq

La relationu,,, = u, x ¢ est appelée relation de récurrence de la suite.

On dit qu'une suite(un) définie sulN est unesuite géométriquelorsqu’elle vérifie une relation de récurren

de laformevneN u,,, =u,xq ouq est un réel (indépendant deappelé laaison de la suite.

Les termes de la suite sont notgs u, U, ...

Le processus algorithmique de calcul des termesessifs consiste a multiplier par la raigspa chaque fois.

On notera les deux maniéres possibles d’'écrirelédion de récurrence :

vneN u,,=uxqouvneN u,=u, xq.

On vérifie que la formule fonctionne bien lorsque p. En effet,u, =u xg” " puisqueq®® =¢° =1.
2°) Démonstration

On considére une suite géométriguaéfinie sumN (il s’agit donc d’une suite géométriquegui commence a
Up)-

On fixe deux entiers naturatsetp.

D’une part, on a u, =uyxq".

D'autre part, onau, =u, xqP.

On peut écrire u, =u,xg°xq" .
H_J

Up

— n-p
On adonc u, =u,xq"".



Exemple d'utilisation : vneN u,,-u,=u,xq"(q-1)

On prendn =30 et p=17. Le signe deu,, —u, dépend :

On a U, =u,xqg". ]
o e du signe dey,

3°) Cas particuliers e du signe dey"

En particularisanp dans la formule, on peut retrouver des formulgs étidiées. * du signe dey—-1

er .
¢ En prenantp =0, on retrouve la formule, =u, xq" (expression du terme général d’une suite géomsriq 1" cas:u,>0
de premier termey,). ) ) . R ) o
e Sig>1,alorsvneN u,,,—u, >0 doncu est strictement croissante a partir de I'indice 0.
« En prenantp=1, on retrouve la formule,, =u, xq"* (expression du terme général d’une suite géomiriq e Si0<qg<1 alorsvneN u,,—-u, <0 doncu est strictement décroissante a partir de I'infice

de premier terme, ). e Si <0, alorsq" change de signe suivant la pariténde
La suiteu n’est donc pas monotone.
4°) Remarque
. . . o 2°cas 1u, <0
Dans la formulen etp sont quelconques;ne doit pas spécialement étre supérieur (ou aféxiap.

I1l. Sens de variation d’'une suite géométrique e Sig>1,alorsvneN u,, -u, <0 doncu est strictement décroissante a partir de I'inice

¢ Si0<qg<1, alorsVneN u,,—u, >0 doncu est strictement croissante a partir de I'indice 0.
1°) Propriété .
¢ Si <0, alorsu est non monotone.

. . |de premier termeu,
u est une suite géométriqu 3°) Remarque

de raisong¢{ 0,3}
Une suite géométrique de premier terme non nuhesibtone si et seulementgi 0.

0<q<1: suite strictement décroissant
u,>0 <g> 1 :suite strictement croissante
g <0 : suite non monotone 1°) Définition [moyenne géométrique de deux réels]

IV. Propriété de la moyenne

0<qg<1 : suite strictement croissant:
u,<0 {g>1 :suite strictement décroissante
q<0 : suite non monotone

a etb sont deux réels positifs ou nuls.
La moyenne géométriquede a etb est égale alab.

(contraire dans les deux premiers cas) On peut étre surpris par cette définition qui féa @ voir avec la définition de la moyenne arittiqée de

deux réels.

2°) Démonstration ) ) ) ) -
2°) Comparaison entre moyenne arithmétique et moyere géométrique de deux nombres positifs ou nuls

On fixe un entier naturel. -
On se donne deux réels positif ou nuls quelcongub.

D’apres la formule explicite du terme général d'snée géométrique, on a :

= = 1 . . a+h .
U, =Ugxq" etu,,, =u,xq™. On va comparer leur moyenne arlthmethugu et leur moyenne geometrlqu@ .
un+1_un:u0><qn+l_u0><qn a+h
=U,xq"xq—Uyxq" Pour cela, on utilise la méthode de la différeriestea-dire que I'on calcule la différeneez——\/ab et que
=U,xq"(q-1) I'on cherche son signe.



a+b a+b-2/ab
ot Jap=2E eV
2 Vab 2

(o)

2

Donc %—@20.

Dod %%@.

Propriété [comparaison des moyennes arithmétique gtéométrique]

La moyenne géométrique de deux nombres positifoegturs inférieure ou égale a leur moyenne
arithmétique.

La démonstration permet de mettre en évidenceslel'égalité entre moyenne arithmétique et moyenne
géométrique. Il y a égalité entre les deux moyefomsguea=b et uniquement dans ce cas.

3°) Constructions géométriqgues de moyennes
On se donne deux segments de longua@td oua etb sont deux réels strictement positifs.

On souhaite construire a la régle (non graduéa) e@ompas deux segments ayant pour longueurs larmey
arithmétique et la moyenne géométriqueadstb.

. PouraLb :
2

. , a+b o
La construction d'un segment ayant pour Iongueg# est aisée.

On construit deux segments ayant pour longuaetd ayant pour support une méme droite et une exw@émit
commune (construction aisée utilisant le compasnseitnansporteur de longueur).

On obtient un segment de longueur a+b.

On construit le milieu de ce segment en utiliserddmpas et la regle (comme pour une médiatrice).

Le milieu partage le segment en deux segments deert@hgueur.

a b
—
a b
L
a+b a+b
2 2

e Pour+/ab :

Comme pour la moyenne arithmétique, on place poists A, B, C alignés dans cet ordre tels que=ABet
BC=b.

On trace le cerclé” de diamétrd AC].

On trace ensuite la droitepassant par B perpendiculair¢/AD) .

On note D I'un des points d’intersection deet deA.

A a B b C

Le triangle ACD est rectangle en D doB&? = BA xBC (il s'agit d’une relation métrique dans un triamg|
rectangle) don®D? = axb d’'od BD=+/ab.

On retrouve géométriqueme%{;—b >+ab.

4°) Propriété (justifiant I'appellation)

Pour une suite géométrique dont tous les termesp®sitifs ou nuls, chaque terme (sauf le premast)a
moyenne géométrique de ceux qui I'encadrent.

5°) Démonstration

On considére une suite géométric(ug) de raisorg dont tous les termes sont positifs ou nuls.
On aalorsq>0 etu, >0.

1% cas : On suppose quge= 0. On a alorsg > 0.

On fixe un entier naturel supérieur ou égal 1.

D'une part, on ai, =




D’autre part, onau, =u, ,xd.
*Donc en multipliant membre a membre ces deux &gglon obtient :

Soit u? =u,,,xU, ,
D'oll u, =4/U,,, XU, , SOitu, =moyenne géométrique de, ®f,.
2% cas : On suppose qupe=0.

La propriété subsiste de maniere évidente.

6°) Définition

(x-)(1+x)=x*~1 (identité remarquable)

(x—l)(1+ X+ x2)= YA+ I A

=x*-1

(x—l)(1+ X+ X2 + x3) = X4+ X2+ 3 X = T+ X+ X2+ X

=x'-1

(x—l)(1+ X+ + X3+ x“) = X+ X2+ X X xP—1-x—x 2= xx

=x"-1

On dit que trois réelsa, b, ¢ (pris dans cet ordre) sont en progression géométyiie lorsquea, b, ¢ sont
trois termes consécutifs d'une suite géomeétrique.

Exemples :

1,3,9

2,4,8

La définition se généralise a plusieurs nombres.

V. Somme des termes consécutifs d’'une suite géoniétre

(« termes consécutifs » : termes dont les indieesus/ent)

1°) Une nouvelle identité algébrique
(x 1)(1+x)=x

x=1)(L+ x+ X ) -1
(x (1 x+ X +x%) = x* -1

x=1)(1+x+ x>+ x*+x*) =x°-1
(x-1) ‘)=

Chaque développement se fait en deux étapes.

Par un développement analogue, on obtient I'identit

(x=1)(1+ x+X* + ..+ x")=x"*~ 1 (formule & connaitre par cceur)

k=n
(x-1) E x¥ |=x" -1 (formule & connaitre par cceur)

k=0

Conséquence : formule sommatoire des puissances segsives

XI'H-l _ 1

Pour tout réelx =1, on al+ x+x2+..+ X" = T
X_

d’'un réel différent de 1

On obtient cette formule & partir de 'égalfpé-1)(1+x+ X + ..+ x”) =x"'- 1en divisant les deux membres
par x—1 (on évite de dire que I'on fait « passek»1 de I'autre coté).

En multipliant le numérateur et le dénominateur-par on peut aussi écrife- X+ x* + ...+ X" =

1— Xn+1

Pour tout réebk =1, on al+ x+x2+..+X" = I .
—X




On peut aussi voir la formul(a<—1)(1+ X+ X2+ .4 x“) = x"* - 1 comme une conséquence de la formule de

factorisation dea" —b" (formule fondamentale de I'algébre).

Application : Légende de I'échiquier (voir vidéo)
La légende de I'échiquier de Sissa ou le problessegdains de riz sur un échiquier

La Iégende se situe 3 000 ans av. J.C.

Le roi Belkib (Indes) promit une récompense fabsiéea qui lui proposerait une distraction qui lésferait.
Lorsque le sage Sissa, fils du Brahmine Dahimptésenta le jeu d’échecs, le souverain, demandssa &
que celui-ci souhaitait en échange de ce cadesaoedinaire.

Sissa demanda au prince de déposer un grain gertia premiére case, deux sur la deuxiéme, geatria
troisiéme, et ainsi de suite pour remplir I'échi&uén doublant la quantité de grain a chaque case.

Le prince accorda immédiatement cette récompemsessadouter de ce qui allait suivre.

Son conseiller lui expliqua qu'il venait de prétgpile royaume dans la ruine car les récoltesadede ne
suffiraient pas a payer Sissa.

Il s’agit d’une suite géométrique de premier tetret de raison 2.

64
Le nombre total de grains de riz est égdl-42+ 2 + ..+ 23:22711: 2'— < ce qui donne un nombre

supérieur a la production annuelle totale de riz.

n+1

Nous appellerons parois I'égalité- x+ x* + ..+ X" = « formule des grains de riz ».

2°) Formule sommatoire

La somme des termes consécutifs d’'une suite géométre de raisonq= 1 est donnée par la formule :

nombre de termes__ 1-q

-1

nombre de termes

: q
t
(premier terme) x g

ou (premier terme)x

On constate que la formule n’a aucun rapport aeéle pour les suites arithmétiques.

3°) Démonstration

On considér@ termes consécutifs d’une suite géométrique demajs- 1.
On noteSla somme de ces termesade premier terme de cette somme.

OnaS=a+axqg+axq +..+axqg”™"
En factorisant paa, on obtientS=ax (1+q+q2 ot q"‘l).

P_
Commeq =1, d'aprés le 1°), on peut écrie= axq—ll.
q_

qnombre de termes 1

On obtient doncS = (premier termgx n
q_

4°) Exemple

u est la suite géométrique de premier termey, =5 et de raisonq = g

Exprimer S, =u,+u, +...+ U, enfonction den (sous forme factorisée).

On applique la formule sommatoire.

1— qnombre de termes
On écrit doncS, = (premier termgx I
-q

n+l
2

.
VneN §=5x— 3

3

n+l
3
= SXT
3

Sl

NS

On teste la formule poun=0 (important).

On sait queS, =u, =5.

0+1
Or pourl5| 1- 2 =15«¢ ZI.—f2 = 15<£'= L
3 3 3

La formule marche donc bien poor 0.
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5°) Retour sur la formule de somme de puissancescaessives d'un réel différent de 1 2°) Regles

On considére un régldifférent de 1 et I'on additionne les puissanagxessives dg d’exposants entiers a etb sont des réels quelconques.
naturels. metn sont des entiers relatifs.
1— qn+1
va=1 l+q+q2+...+q":17 a"xa"=a™"
-q
- . a’ __ma

On peut aussi écrire cette formule sommatoire Eofme : a =a

= il =n nil

_ o n
E o= 11 9 ou E q=4 11 (en multipliant le numérateur et le dénominafgan— 1). @ (am) =am
k=0 q k=0
(ab)"=a"xb"
VI. Rappels sur les puissances
1°) Conventions — définitions e A\ Pas de régle quand on additionne des puissar®ess = ?
"

0_ o| = | —
a1 1 (3) 3
a=a

-1 l n n . .
a = e —5"%(-5)" pourn impair

.r az0
an-+_[1 5-2"#(5- 2"
=—=|= e 5—
= \a (5-2

3°) Exercice : transformations d’écriture

0 ’ H .
0° n’existe pas. n est un entier naturel quelconque.

Exemples Ecrire sous la forma" en utilisant les régles.

A Calculer : 3

(5N 23N 3 2,

2"
2=l 05 o2
2 (3
2 2
s2-1_1 (005
5 25 '
.
2720 s

11



Appendice

Caractérisation des progressions géométriques de&mes

Propriété

Trois réelsa, b, c forment dans cet ordre une suite géométriquesgdement si
a, b, ¢ sont non nuls &b’ =ac
ou

a=b=c=0.

Démonstration :

Donner un exemple de trois réald, ¢ vérifiant la relationb® = ac mais qui ne sont pas dans cet ordre trois
termes consécultifs d’'une suite géométrique.

a=0 b=0 c=1 (ou n'importe quel autre réel non nul)
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