1°¢ S Suites arithmétiques (2)
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1°) Définition [suite arithmétique]

On donne trois formulations a savoir par cceur.

Unesuite arithmétique est une suite telle que chague terme sauf le presiubtient en ajoutant au précéde

un nombre fixe appelé laaison.

On dit qu'une suite(un) définie sulN est unesuite arithmétique pour exprimer qu'il existe un réel

(indépendant de) tel quevne N U, =u,+r.
Le réelr est appelé laaison de la suite.

La relationu,,, =u, +r est appelée relation de récurrence de la suite.

On dit qu'une suite{un) définie sulN est unesuite arithmétique lorsqu’elle vérifie une relation de

récurrence de la formene N u,,, =u,+r our est un réel (indépendant deappelé laaison de la suite.

Les termes de la suite sont notgs u,, U, ...

Le processus algorithmique de calcul des termesessifs consiste a ajouter la raisanchaque fois.

On notera les deux maniéres possibles d’'écrirelédion de récurrence :
vneN u,,=u,+r ouvneN u,=u,_+r.

2°) Propriété [expression du terme général]

vneN u,=u,+nr

Pour une suite arithmétiqye, ) définie sulN', on aVne N u, =u, +(n-1)xr .

1. Relation entre deux termes quelconques d'une e arithmétigue

1°) Formule (relation entre deux termes quelconqued’indices n etp)

u est une suite arithmétique de premier termeu, et de raisonr.

n etp sont deux entiers naturels quelconques.

u,=u,+(n-p)r

2°) Démonstration
Ona:

Uy = Uy +NXT
U, =Uy+ pxr

Donc par différence membre & membre, on obtient-u, =(n— p)xr.
3°) Cas particuliers

En particularisanp dans la formule, on peut retrouver des formulga étidiées.

¢ En prenantp =0, on retrouve la formule, = u, +nxr (expression du terme général d’une suite
arithmétique de premier terme).

e En prenantp=1, on retrouve la formule,, = u1+(n—1)xr (expression du terme général d'une suite
arithmétique de premier termg).



I1l. Sens de variation d’'une suite arithmétique

1°) Propriété

u est une suite arithmétique de raison.

e Sir >0, alorsu est strictement croissante a partir de 'indice 0.
e Sir =0, alorsu est constante.

e Sir <0, alorsu est strictement décroissante a partir de I'indice®.

2°) Démonstration

vneN u.,-u =r

3°) Remarque

Une suite arithmétique est toujours monotone.

IV. Propriété de la moyenne

1°) Définition

a etb sont deux réels.

. ” ! .a+b
La moyenne arithmétiquede a etb est égale a%

2°) Propriété (justifiant I'appellation)

4°) Définition [progression arithmétique]

On dit que trois réelsa, b, c dans cet ordre sont en progression arithmétique teque a, b, ¢ sont trois
termes consécutifs d'une suite arithmétique.

On peut parler du triplefa, b, c).

Exemples :

©1,2,3

© 18,24, 30

Contre-exemple :

1,3,4

Généralisation :

La définition se généralise au cas de quatre eélsc, d et méme au cas d’un nombre fini de réels.

Propriété fondamentale :

Trois réelsa, b, c sont dans cet ordre trois termes consécutifs dsuite arithmétique si et seulement si

a+c . .
b= — ou encore si et seulementssi c=2b.

Pour une suite arithmétique, chaque terme (sguidmier) est la moyenne arithmétique de ceux qui
I'encadrent.

N. B. : Cette propriété n'est pas tres utile ertique.

3°) Démonstration

r+ H
T T T
un—l un un+1
Onau,=u,,—r etu, =u,_,+r.
un—l + un+1 X

Par addition membre, on obtieft, = u,_, +u,,, d'ot u, =

n+1

Autrement dit, trois réelg, b, ¢ sont dans cet ordre trois termes consécutifs dsuite arithmétique si et
seulement b se situe « au milieu » deetc.

On retiendra les images mentales ci-dessous aveéeéésa, b, ¢ sur la droite réelle.

a b c

cas ou la raison est positive

cas ou la raison est négative
5°) Propriété des termes consécutifs d'une suite itmmétique

Enonceé :

Si des nombres sont des termes consécutifs d'uteeasithmétique, alors la somme de 2 termes éspaidis
des extrémes est constante.




Exemples : S=a+...+b

e Siu, u,, U, U,, U Ug sont des termes consécutifs d’'une suite arithmétign a : S=b+..+a
th Us=U, +Us= Uyt Uy On additionne membre a membre les deux égalités.
e Siu, u,, U, U,, Uy Ug, U, sont des termes consécutifs d’'une suite arithméfign a : On obtient alors :

+ U= Uy +Ug= Uyt Ug=U g+ U,
= e B 2S=(a+b)+(a+b)+(a+b)+..+(a+h)

V. Somme des termes consécutifs d’'une suite arithiigue p termes
1°) Exemple 2S=px(a+b)
S=3+7+ 11+ 15 (termes consécutifs d'une suite arithmétiqueaiton 4)
i px(a+b)
On en déduit quUE=——-=.
On peut tout de suite dire qu&e=26. 2

premier terme- dernier tern

On peut aussi écrir8=15+ 11+ 7+ = S=(nombre de termgsx
2

On écrit ensuite les deux égalités I'une en desdedswutre.
La démonstration s’appuie sur la propriété vue dalis5°) qui dit que, dans une progression arithmétique, la
S=3+7+11+ 1E somme de deux termes équidistants des extrémesrestinte (et uniquement sur cette propriété).

S=15+11+ 7+ & Voici un exemple de progression qui n’est pas amétique pour laquelle la propriété est vraie 21, 2 ; 3.
4%x18 Dans cet ordre, la somme de deux termes équidisti@stextrémes est bien constante.

: La somme de ces nombres est égale a 8 et estdaena
premier terme- dernier tern .

2

L’'addition membre a membre don@& =18+ 18+ 18- 1¢ autrement ditS=

« (nombre de termgsx

On retrouve bien le résultat obtenu par calcul mient

2°) Formule sommatoire 4°) Exemple

) ) o u est la suite arithmétique de premier termeu, = 7 et de raisonr = 2.
La somme des termes consécutifs d’une suite arithtigue est donnée par la formule :

Exprimer S, =uy+ U, +...+U, en fonction den (sous forme factorisée).

9>< premier terme+ dernier terme

(nombre de terme 5

On applique la formule sommatoire.

On écrit donc :

Quand on écrit « premier terme » et « dernier tesmans la formule, il s’agit de la valeur du prenterme et

dernier terme. Sn _ (nombre de terme)s premier terme- dernier tern

2

3°) Démonstration (a apprendre et a savoir refaire) i
Le nombre de termes de la somme est égat 8+ 1=n+ 1.

On consider@ termes consécutifs d’une suite arithmétique dsorai.

On notea le premier terme di le dernier terme. S, = (n+1)x U + Uy
2
On poseS=a+...+h.
parentheses
On désire calcules (trouver une formule simple).
On notep le nombre de termes de la somme. e On utilise la régle pour les quotients un peu fong
On reprend la méme technique que dans I'exemple. e Les parenthéses autour du1 sont obligatoires.




U, =U, +(n—-0)xr
6°) Une application importante : somme des premiersntiers naturels

=7+nx2 Formule (a savoir par cceur)
=7+2n
. n(n+1)
77 VneN 1+2+3+...+n:T
vneN §, =(n+l)x—-4
= (n+1)x 14+ n Le premier membre est la somme des termes confsdutne suite arithmétique de premier terme leet d
2 raison 1.
=(n+1)x(n+7) Exemple :
1+ 2+..+100= %J
On teste la « formule » obtenue pout 0 (important pour vérifier). = 10100
2
=5050

D'une part,§, =u, = 7. La formule peut étre obtenue visuellement en c@maitt les nombres triangulaires. On parle de «vgreans

parole ».
D'autre part,(0+1)x(0+ )= &k 7= &
7°) Exercice [une propriété connue depuis I'antiqug]

La formule fonctionne bien pour=0.
Calcule 1,1+ 3, 1+ 3+ 5, 1+ 3+ 5+ 7, 1+ 3+ 5+ 7+ SGetc.

, 5 . ' 2
5°) Remarque sur le nombre de termes d’une somme Quel résultat peut-on conjecturer
Démontrer cette conjecture.

e Exemples

Uy + U + ...+ U,

(n+1) termes

U +U,+ .t U,

n termes

Ug + U, + .ot Uyg
N B

20-3+¥18 termes

e Formule générale

Ug+Uy,+..+U,  (p<n)

(n-p+1) termes




