Exercices sur les intégrales (2)

N

dt
0 1+\/{.

Démontrer que u est dérivable sur R et calculer u'(x).

Pour tout réel x, on pose u/() :J

a

Calculer I'intégrale A =J 1 tt“ dt a I’aide du changement de variable u(t) =t%,
o 1+

1

Calculer I’intégrale | =I In(1+¢7) dt.

0

1 1
. 4 COSX 4 sinx .
E Calculer les intégrales | = ————dxetl)= ———— dx par deux méthodes.
o COSX+sinx o COSX+sinx

1% méthode : par calcul direct

2° méthode : en calculant 1+J etl-J.

[5] Calculer j4 In(1+tan x) dx.

0
On factorisera cosx+sin x puis on effectuera un changement de variable sur la deuxieme intégrale.

@ Soit f une fonction continue définie sur un intervalle 1 =[0; a](a étant un réel strictement positif) & valeurs

dans R ne prenant pas la valeur — 1 telle que, pour tout réel x e, onait f (X)>< f(a- x) =1.

Calculerj L.
;1

+1(x)

n
[7]1°) Déterminer lim E%In(ﬂkj.
n—+o n n
k=0

2
) ) X
2°) a) Démontrer que pour tout réel x >0, 0na: x—?g In(1+x)< x.

n
b) Déterminer lim E In(1+5j In(1+£2].
n— +oo n n
k=0

Déterminer I’ensemble des fonctions f définies et dérivables sur R telles que, pour tout réel x, on ait

i (x)—jox(x—t) (1) dt=x.

@ Soit f une fonction continue sur I’intervalle [- 1 ; 1].
sinx

Pour tout réel x, on pose g(x)=J f(t)dt.
0

Démontrer que g est dérivable sur R et calculer g '(x).

Pour chaque entier naturel n, on considére la fonction f, définie sur I’intervalle [n ; + oo[ par
X
2
fn(x)=j et
n

Partie A

1°) Démontrer que la fonction f, est dérivable sur I’intervalle [n ; + oo[ et donner son sens de variation.

2°) Déterminer  lim f, (x).

3°) En déduire que, pour chaque entier naturel n, il existe un unique réel x, appartenant a Iintervalle [n ; + oof
tel que f,(x,)=1.

Partie B
1°) Déterminer lim x,.
n—+w

2°) Démontrer que, pour tout entier naturel n, g <X, —n< e
3°) On pose u, =X, —n.
a) Déterminer lim u,.

n—+w
b) Déterminer lim nu,.

n—+om
c) Déduire de I’encadrement obtenu au 2°) que x, —n ~ e,

oo

COSZX

Arcsiny/t dt+I Arccosqt dt.

0

sin?x

On considere la fonction f définie par f (x) =I
0

1°) Déterminer le domaine de définition de .

2°) Etudier la parité et la périodicité de f.

3°) Le but de cette question est de calculer f (x) de deux maniéres différentes :

a) 1°° méthode : calculer f'(x) et f(gj en déduire f(x).

b) 2° méthode : calculer directement en utilisant les changements de variable t=cos?u et t =sin’u.

On considére la fonction f définie sur Iintervalle 0 ; + oo par f (x) =I

X
1°) Démontrer que f est de classe C* sur ]0 ; + oof.
2°) Démontrer qu’il existe un et un seul réel o dans I’intervalle ]JO ; + oof tel que f '(a) =0.

3°) Dresser le tableau de variation de f.
2

X2 X
4°) Démontrer que, pour tout réel x>0, f(x) est compris entre e’XQI % et e’X4I %
X X

En déduire la limite de fen 0" et en + .



Soit f et g deux fonctions définies et continues sur I'intervalle 1=[0;1] telles que, pour tout réel x 1, on

X

ait f(x):ong(t)dt et g(x):I f(t)dt.

0
On pose F(x)=tf[lg_px]‘ f(t)| et G(x)=t§[lg_px]‘ g(t)]-

Démontrer que F (x)< xG(x) eten déduire que f =g =0 sur I.

Soit f une fonction définie et continue sur I’intervalle [0 ; 1] a valeurs dans R.

. . . 1 i j
DetermlnernlerwF Z f (ﬁj f (Hj

1<i<j<n

Indication : écrire Z f(%)f(%}:% 1; f(;jf(;j—i“{f(

1<i<j<n <<
1<j<n

1°) Pour chague entier naturel n, on considére la fonction f, définie sur I'intervalle 1=[0;1] par

X 1
f.(X) =J e”‘th—J e "t
0 X

Etudier le sens de variation de f, .

Cn 1
. . . . . 2
2°) Démontrer qu’il existe un unique réel c, 1 tel que I g™ dt =J‘
0
Donner la valeur de c,.

3°) Comparer f, et f en déduire le sens de variation de (cn).

n+l 7
4°) a) Démontrer que la suite (c,) converge vers un réel | e I.
! 2
b) Démontrer que, pour tout entier naturel n, ona: J e "dt <1.
Cn

c) En déduire la valeur de .

Egalité de Young

Soit f une fonction définie sur un intervalle [0 ; a] (ou a un réel strictement positif), a valeurs réelles, continue
et strictement croissante sur [0 ; a], dérivable dans I’intervalle ]JO ; a[ et s’annulant en 0.

On se propose de démontrer que pour tout réel o tel que 0<a<a,ona:
a f(a)
J. f(x)dx+J. f(x)dx=of (o) (2).
0 0
1°) Justifier que I'ona: f~*(0)=0.
2°) Exemple : on prend f (x)=xP avec p réel strictement positif ; vérifier la relation (1).
3°) Pour tout réel o tel que 0<a.<a, onnote @(a) la quantité :

(p(oc):J. Y (x)dx+J. " s () k-t (0.

0 0
a) Exprimer la fonction ¢ a I’aide de f et de primitives de f et f ',
b) En déduire que la fonction ¢ est définie et continue sur I’intervalle [0 ; a].
c) Démontrer que ¢ est dérivable sur I'intervalle ]0; a[, de dérivée nulle sur ]0; a[. Que peut-on en déduire
pour ¢ ?
d) Déterminer ¢(0) et en déduire I’égalité (1).
4°) Illustrer graphiquement 1’égalité (1) avec des aires.

n n
. n n
Pour tout entier naturel n non nul, onpose : S, = E 5 etsS,'= E TR
n°+k n°+k

=0 k=

Déterminer lim S, et lim S’/ .

n—+ow n—+ow

Partie A
1

On considere la suite (u, ) définie sur N" par u, =J (1-t)"e' dt pour tout entier naturel n non nul.
0

1°) Calculer la valeur de u,.
2°) Exprimer u,,, en fonction de u,,.
3°) Déterminer la limite de la suite (u, ).

Partie B

Etant donné un réel a, on consideére la suite (v, ) définie sur N par son premier terme v, =a et la relation de

récurrence v, = (n +1) v, —1 pour tout entier naturel n non nul.
On s’intéresse a I'influence du terme initial a de cette suite sur son comportement & I’infini.
1°) Démontrer que pour tout entier naturel n, ona: v, =u, +n!(a+2-e).

2°) Etudier le comportement de la suite (vn) a I’infini suivant les valeurs de a.



1 X
. e
Pour tout entier naturel n, on pose I, =J. —
0 (X+1)
1°) Déterminer lim 1,

n—+ow

2°) Déterminer une relation entre 1, et I ;en déduire un équivalent simple de I, lorsque n — + co.

2

Pour tout entier naturel n non nul, on pose I, =I (Inx)" dx.
1

1°) Etudier la suite (1,).

2°) a) Exprimer 1 en fonctionde I ,;.

N . ) |
b) A I’aide de cette relation, demontrer que 0
2)” n—+ow

c) Déterminer un équivalent de I lorsque n — + .

n
Pour tout entier naturel n non nul, on pose : U, =n’ I | k*

k=1

n
5 : 4
1°) Démontrer que pour tout entier naturel n non nul,ona: InU, =—— E —In
n

n n

k=1
2°) Déterminer lim U,

n—+wo

Soit a un réel strictement positif.

Déterminer les fonctions f de R dans R de classe C" telles que I’on ait pour tout réel x,
X
x)] =I (F2()+ (1)) dt+a.
0
Soit f une fonction de [0 ; 1] dans R de classe C'.

n
Déterminer lim 1 E f(Kjf'(Kj.
n->+wo N n n
k=0

Soit f une fonction de [0 ; 1] dans R de classe C' qui ne s’annule pas.

2 (kj
il
Déterminer lim = n/.
n—>+on k
ko f|—
n

[25] Calculer j

>— en utilisant le changement de variable u = tan x..
o 1+2c0s”x

0. On observera que I’'ona:

Kk _pinn.
n

n+1 < (In 2)n+l

K

2 X - .

Calculer diz en utilisant le changement de variable u = tan x.
o 1+cos? x

T T

. 2 cos"x 2 sin"x
Pour tout entier naturel n non nul, onpose 1, = | “——"————dx etJ, =
o €0s" x+sin" x 0

Démontrer que 1, =1J,.
Calculer 1, +J, ;endéduire 1 et J, .

On consideére la fonction f : t— t+t2.

1°) Démontrer que f est une bijection de R dans R. On note g sa bijection réciproque.
2°) On considere la fonction G définie sur R par G (x) =I g(y)dy.
0
Exprimer G(x) en fonction de g(x).
Indication : utiliser un changement de variable.

Utiliser la valeur de J t* dt pour déterminer la limite quand n tend vers + oo de E E

0

Soit f une fonction définie sur un intervalle | = [a, b] ol a et b sont deux réels tels que a<b de classe C*

telle que f(a)=0.
Le but de I’exercice est de démontrer que I’ona : J. [f(t)] dt< (biaJ‘ [f(t)] ot
I

1°) En utilisant les hypothéses, écrire pour a<<t<b, f(t) sous forme d’une intégrale.

2°) Majorer cette intégrale & I’aide d’une inégalité du cours.
3°) En déduire I’inégalité & démontrer.

Soit f une fonction de classe C? définie sur Iintervalle 1=[0;1] telle que f (0)= f (1)=0.

Démontrer que I f(t)f"(t) dt<O.

X

Pour tout réel x strictement positif, on pose F(x) =I e' Intdt.
1

Déterminer un équivalent de F (x) en + co.

cos" x+sin" x

|+J+1'



Soit a un nombre réel appartenant a [- 1, 1] et ¢ une application de R dans R, de classe C* sur R.
L’objet de ce probléme est de déterminer les fonctions f continues sur R telles que pour tout réel x on ait :

f(x)=j "t dts o(x).

0
Partie A. Etude de cas particuliers

1°) Pour cette question, on prend a =1 et ¢ désigne la fonction exponentielle.
Résoudre le probléme dans ce cas.

2°) Pour cette question, on prend a =—1 et ¢ désigne la fonction exponentielle.

Démontrer que si f est une fonction solution, alors f vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 2 &
coefficients constants. Conclure.

Partie B. Résolution de I’équation homogéne

Soit a un nombre réel appartenant a [- 1, 1].

ax

On suppose I"existence d’une application f continue sur IR telle que pour tout réel x f (x) =J f(t)dt.
0

n

1°) Démontrer que f est de classe C” sur R et que pour tout entier natureln:¥x e R ™ (x)=a 2 f (a X).

En déduire pour tout entier naturel n, la valeur de ™ (0).

X n
X—t

2°) Démontrer que pour tout réel x et tout entier naturel n: f (x) =J ( ' ) £ (t) dt.
o N

3°) Soit A un nombre réel strictement positif.
a) Justifier I"existence d’un réel M >0 tel que : ¥ x e [FA; A] | f(x)|<M ;en déduire que pour tout
entier naturel n: vxe[-A;A] ‘ £ (x) ‘g M.

b) Soit x un réel appartenanta [- A ; A].
An+1
X .
(n+1)!

Démontrer que pour tout entier naturel n : ‘ f (x) ‘ <M

c) Conclure.

Partie C. Etude de I’équation compléte

Dans cette partie, a désigne un nombre réel appartenant a [- 1, 1] et ¢ désigne une application de R dans R, de

classe C” sur R.
1°) Démontrer que sous réserve d’existence, il existe une unique application f continue sur R telle que :

f(x):J ) f(t) dt+o(x).

0
2°) Que peut-on en déduire sur I’ensemble des fonctions f solutions du probléeme ?

On se propose d’étudier la fonction F définie sur I"intervalle [0 ; + oof par F (x) :J. Zgmxsint gy
0

1°) Etudier la monotonie de Fsur [0 ; + oof.

2°) Démontrer que F est bornée sur [0 ; + oof.

3°) a) Démontrer que pour tout t e [O ; ﬂ ,ona: Et <sint .

T

b) En utilisant la question ), déterminer lim F(x).

X+

4°) a) Démontrer que pour tout couple (a, b) de réels positifs ou nuls, on a ‘ e—e?

<|b-al.
b) Démontrer que F est lipchitzienne. En déduire que F est continue sur [0 ; + oof.

5°) Soit X, un réel positif ou nul.

a) Justifier I’existence de H (x,)= —J. “sinte 0o gt
0
b-a)’

<
2

b) Démontrer que pour tout couple (a, b) de réels positifs ou nuls, on a ‘ e’ —e® +(b—a)e’a

F(X)_F(XO)_H(

X=X,

c) En déduire que pour tout réel x>0 différent de x,, ona: %) |< g\ X=X, \

d) Démontrer alors que F est dérivable sur [0 ; + oof et déterminer I’expression de sa dérivée.

X

" an

dx.

Pour tout entier naturel n>1, on pose u, =
o X+1

1°) Déterminer la limite de la suite (u, ).

X

2°) On consideére la fonction f définie sur [0 ; 1] par f(x)= € si xe]0;1] et f(0)=1.

a) Démontrer que f est continue sur [0 ; 1].
n 1
. 1
b) Démontrer que 0< u,, —I —_— dxgj f(x) dx.
o X+1 0
En déduire un équivalent de u, lorsque n tend vers + oo

Soit  une fonction continue de R dans R. Pour tout réel x, on pose g (x) =J- f(t) dt.

X

Démontrer que g est de classe C" sur R et calculer sa dérivée.

X2

dt

Démontrer que la fonction f définie sur ]0;1] par f (x) =J‘ Tt est de classe C' et calculer f'(x).

n

Pour tout entier naturel n>1, onpose S, = % — .
Z 2k(2k—1)

k=1

n
Démontrer que pour tout n>1ona: S = E ik En déduire que (S,) converge et calculer sa limite.
n+
k=1



1
. 1
Pour tout entier naturel n, on pose u, :I - dx.
o1+X
1°) Déterminer lim u,,.
n—+ow
In2 1

2°) Démontrer que pour tout entier naturel n, ona u, =1-—+=
n n

In(1+t
3°) On note ¢ la fonction définie sur [0;1] par ¢(t)= n(t+ ) site]0;1] et ¢(0)=1.

a) Démontrer que ¢ est continue sur [0;1]. Justifier I'existence de M = sup o(t).

1

b) On pose a, = nj In(l+ x”) dx pour tout entier naturel.
0

1
o Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, on a a, =I o o(t) dt.

0
o Dans cette question, n est un entier naturel non nul fixé.
Soit & un réel appartenant & I’intervalle 10;1[.

Démontrer que <Mx

Il(p(t) % dt—J‘ l(p(t) dt

€ €

n

Indication : utiliser I'inégalité e" >1+u valable pour tout réel u.

1 2

o On admet que .[ o(t) dt=".
. 12

2
T

riM
12

S .

n

En déduire que | a, —

En déduire un développement asymptotique a trois termes de u,, .

Y odx

-
o 1+X

Pour tout entier naturel n, on pose u, =I

Déterminer un développement asymptotique a deux termes de u,.

1 on
Pour tout entier naturel n, on pose u, =I : X
0

- X
o e " dx.
1°) Déterminer lim u,.

n—+ow
2°) Déterminer un équivalent de u, quand n tend vers + oo.
Indication : utiliser une intégration par parties.

Intégrale de Poisson

Poisson : mathématicien francais (1781-1840), enseignant & I’Ecole Polytechnique

1°) Déterminer la décomposition en facteurs irréductibles dans R[X] du polynéme X*" —1 (n € N*).
2°) Soit a un réel fixé distinct de 1 et de — 1.

T

Calculer I'intégrale I In(1—2acos x+a2) dx en utilisant les sommes de Riemann.
0

n

. 2 : 1
Pour tout entier naturel n>1, onpose : u, =

- k?+(n—k)’

Déterminer lim nu, . En déduire un équivalent de u, de n —+ .
n—+w

Deuxieme formule de la moyenne (d’Ossian Bonnet)

Dans cet exercice, | désigne un intervalle [a, b] (a<b). On considére une fonction f définie sur I a valeurs

dans R, décroissante et de classe C' ainsi qu’une fonction g continue sur I & valeurs dans R. Le but de

I’exercice est de démontrer qu’il existe c e | tel que .[ fg=f (a)‘[ g.
I [a‘c]

On considere pour cela la fonction G définie pour tout x € | par G(x) :J‘ g etl’on pose m= mlin G et
(a.x]
M= mfix G.
A I’aide d’une intégration par parties sur J- fg, démontrer que mf (a)gJ. fg < Mf (a). En déduire le résultat
I I

annonceé.
Application :

. s sin x . . .
On prend 0<a<b. Démontrer que I'on a : .[ —— dx | < 3 en envisageant successivement les cas suivants :
X
I

1e’cas:0<a<bgg 2%as:§ga<b 3ecas:a<g<b.

22Xt

Pour tout réel x non nul, on pose f () :I eT dt.

X

1°) Démontrer que f est prolongeable par continuité en 0.
On note encore f le prolongement par continuité.
2X t

2°) Démontrer que pour tout réel x=0,ona: f(x)-In2 =I ! dt.

t

X
*

En déduire que f est de classe C” sur R



n
. 1 1
Pour tout entier naturel n non nul, on pose S, == E —
n k=0 2+cos(—nj
2n

Déterminer lim S, .
n—+om

Pour tout entier naturel n non nul on pose S, _1 —.
n

Déterminer lim S, .
n—+ow

. k
Pour tout entier naturel n>>1, on pose u, =, I I [1+2J .

Démontrer que la suite (u, ) converge et calculer sa limite.
n
Pour tout entier naturel n non nul, on pose S, = K Determiner lim S, .
n+ n—+om
k=1

Soit f une fonction définie sur I’intervalle [0,1] telle que f(0)=0 et dérivable en 0.

n—+o

Déterminer lim E f (ikj (utiliser le développement limité de fen 0 & I’ordre 1).
n+

Application : Déterminer lim E sin(ij.
n+

N+

n

Pour tout entier naturel n non nul, on pose S, =n E

k=1

n
e_k
k2’

Démontrer que (S,) converge et déterminer sa limite.

Soit f une fonction continue sur [—1;1] & valeurs dans IR. Pour tout réel x, on pose F (x) =J-

Démontrer que F est de classe C' sur R et calculer sa dérivée.

Formule des trois niveaux

Soit P un polyndme a coefficients réels ou complexes de degré inférieur ou égal a 3.

b
Démontrer que pour tout couple (a;b) deréelsona: J. P :b%a{P(a)+4P(aij+ P(b)}.

a

0

sinx

f.

Intégrales de Wallis

2
Pour tout entier naturel n, on pose J, :.[ sin"t dt.

0
1°) Etudier la monotonie de (J, ), en déduire la nature de (J,).
2°) Trouver une relation liant J_ et J_,.

3°) Démontrer que pour tout neN" ona nJ,J, , =g.

4°) Déterminer lim (JﬁJn) (on pourra utiliser aprés I’avoir justifié I’encadrement J_ , <J, <J,,).
n—>+ow

Intégrales de Wallis

2
Pour tout entier naturel n, on pose J, =J‘ sin"t dt.
0

1°) Etudions la monotonie de (J,) ; en déduire la nature de (J,).
2°) Trouver une relation liant J, et J .
3°) Démontrer que pour tout ne N, le produit nJ,J, , est constant.

4°) Déterminer lim J, etun équivalent simple de J, lorsque n — + oo (on pourra utiliser pour cela 1’égalité
n—+ow

‘]n+1 g 'Jn g ‘]n—i)'

1

Pour tout ne N, on pose U, =I x"e™* dx.

0
1°) Prouver que (u, )converge et calculer sa limite.
2°) Trouver une relation de récurrence vérifiée par (u, ).
3°) Trouver un équivalent de u, lorsque n — + 0.

n

56 | Calculer lim ZL
v Lt k2 4 (n—k)’

Soit f une fonction définie sur un intervalle | =[a, b] (a<b) avaleurs dans R ou C telle que

xf (x) dx en fonction de .[ f.

vxel f(a+b—x)=f(x).Exprimer .[

L " xsinx
Application : calculer —
o 1+cos” x

b

2
Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R. Comparer les valeurs de .[ f (cost) dt etde

0

.[2 f(sint)dt.
0



Soit f et g deux fonctions définies et continues sur I’intervalle | =[0,1] & valeurs dans R.

n-1
Déterminer lim Zf(Kjg(Ej'
n—+w n n

Indication :

n-1
Considérer A _1 E f (Kj g (Kj
n n n
k=0

On pourra d’abord considérer le cas ou g est lipschitzienne.

Soit f une fonction continue de R, dans lui-méme. Pour tout x € R, on pose F (x) =.[ f.

f0.4]

suppose qu’il existe un réel positif k tel que pour tout xe R, onait: f (x) < kF(x). Démontrer que la fonction

f est alors identiquement nulle sur R, . (Indication : étudier le sens de variation de la fonction

o(x)=e""F(x)).

Lemme de Gronwall

Dans cet exercice, | désigne un intervalle [a, b] deR (a < b) .

Soit f et g deux fonctions continues de | dans R, g étant & valeurs positives. Pour tout x € I , on pose

G(x) =.[ g et H(x) =.[ fg . On suppose qu’il existe un réel k tel que pour tout x e | on ait :
[a.x] [a.x]

f(x)<k+H(x).
Démontrer que pour tout x < | onaalors f (x) < ke,

Indication : étudier le sens de variation de la fonction ¢ définie par ¢(x)= e oW [k +H (x)] .

2

dx

Pour tout réel a strictement positif, on pose J (o) :.[ — .
1 (3+2x=x)

Calculer J(%j,J(l), J@j J(2).

1°) Démontrer que pour tout entier naturel n, il existe un unique polyndme P, tel que pour tout réel x,

P, (cosx)=cos(nx).
2°) Calculer en fonction de n I'intégrale de P, sur I'intervalle [-1, +1].

1
1°) Calculer iﬁ
o 1+t

2
Z -1
2°) Pour tout entier naturel n, on pose S, = ( ) .
3k+1

k=0
1 1
En utilisant I’égalité ol :J‘ t%dt , donner une expression de S, sous forme d’une intégrale, en déduire que
+
0

(S,) converge et trouver sa limite.

Calculer lim %(2/5+¥/Z+...+¥/2—").

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1=[a ;b] avec a<b & valeurs positives continue par

MOorceaux.
2 2
Démontrer que I’ona:(j f(x) cosxdx] +[I f(x) sinxdx] <U‘ f] :
I I I

1

Pour tout entier naturel n, on pose I_ =.[ X" sin (nx) dx.

0

2

1°) Etudier les propriétés de la suite (I,).
2°) Déterminer une relation entre 1, et 1, ; en déduire une équivalent de I, lorsque n tend vers + co.

1°) Soit F un polynéme de degré N.
Démontrer que I'ona : .[ F(x) sinxdx= E (-1)" [F(zk)(0)+F(2k)(n)]
0 0<2k<N
2°) Soit a et b deux entiers naturels strictement positifs. Pour tout entier naturel n, on considére le polyndme
X" (a—bx)"
p, = X0
n!

n

a) Démontrer que pour tout entier naturel k, Pn“‘)(o) et Pn“‘) (%j sont des entiers relatifs (distinguer les trois

caspour n>1:0<k<n-1;n<k<2n;k>2n+1).

n
n—+o

b
b) Calculer le maximum de P, sur [0 ;ﬂ et en déduire lim .[ P (x) sinx dx.
0

3°) Démontrer que le nombre = est irrationnel (raisonner par I’absurde en utilisant les deux premiéres
questions).



Soit f une fonction définie sur R, positive et décroissante, continue par morceaux. Pour tout ne N, on

n-1

pose S, = E f (k) —.[ f.
Py [0:n]
Démontrer que la suite (S, ) converge.
Z" 1 Z 1
Application : Etudier la nature des suites de termes généraux u, = m —Innetv = Nt -2n.
k=1 k=1 k
e
Pour tout entier naturel n non nul on pose I :.[ (Inx)" dx..
1
1°) Etudier la monotonie de (1,) ; démontrer que la suite (1) converge.
2°) Trouver une relation de récurrence vérifiée par (In) .
3°) Déterminer lim 1, puis un équivalent de I, lorsque n tend vers + oo
n—+ow
4°) Soit (u,) la suite définie par son premier terme u, et la relation de récurrence u,,, =e—(n+1ju,.

Etudier la convergence de (un) suivant les valeurs de u, (pour ce faire, considérer la suite de terme général

u,—1,).

[71] Déterminer lim E tan(ﬁj et lim = E th(Kj.
N+ 4n n—+w [ n

k=0 k=0
[72] Déterminer lim 1 E ~r eiml E tan?[ X%,
n—+o Q(kfcj n—+@ an
k=0 COS"| — k=0
3n

[73] Soit 6 un réel fixé tel que —g<9<g.0alculer lim 1 E tan(@j et lim = E tanz(k—ej.
n
=0

n—+on n—+on n
k=0

Soit 0 un réel fixé tel que — g <0< g . Calculer la limite de chacune des suites de terme général :

N & cos(kej Né= cosz(kej

3
Soit f la fonction définie par f (x)=(5-4x-x")2.
Déterminer I’intervalle de définition D de f et calculer I’intégrale de f sur D.

Un changement de variable affine utile & connaitre

Soit f une fonction de | =[a;b] (a<b) dans R continue. Transformer I’intégrale J- f (x) dx & I'aide du
I

changement de variable u=a+b—x.

Application : Utiliser ce changement de variable pour calculer les intégrales suivantes :

" xsinx
J=| ———dx
o 1+cos”x

1

In(1+x .

“ =J‘ % dx (pour K, utiliser d’abord le changement de variable x =tant)
o +X

N 1
[77] Calculer lim 27
no+o o (n_k)2+k2

n
Pour tout entier naturel n non nul, on pose S, :iz E k(n—k).
n

k=0

Démontrer que la suite (S, ) converge et calculer sa limite.

Soit u une fonction de I’intervalle 1=[0,1] dans R de classe C" et telle que u(1)=0.
Démontrer que I'ona : .[ u? g.[ (u').
I I
Indications : considérer I’intégrale .[ [u'(t)+u(t)tant]2 dt.
I
Soit f une fonction définie sur I"intervalle 1=[0,1] & valeurs dans R de classe C? telle que

f(0)=f(1)=0.
x(x-1)

1°) Démontrer que pour tout x e | il existe un réel ye | tel que I'onait: f(x)= 5 fr(y).

On pourra s’inspirer de la méthode de démonstration de la formule de Taylor-Lagrange.

M

2°) On pose M =m?x\ f"|. Démontrer que I’on a: J‘ f gﬁ.
I

Soit E I"espace vectoriel des fonctions de 1=[0,1] dans R, de classe C'. Pour tout élément u de E on pose

N (u)= ,[U(O)]2+J.I(u')2.

Démontrer que N est une norme sur E.



Soit u une fonction de Iintervalle 1 =0, 1] dans R de classe C' telle que u(0)=u(n)=0.

Démontrer que I’'on a : .[ u’< .[ (u ')2 . Dans quel cas a-t-on égalité ?
I I

Indication : considérer I’intégrale J‘ [u'(t)—u(t) cott]2 dt.
I

Soit u une fonction de I'intervalle 1 =[0,1] dans R de classe C' telle que u(0)=u(1)=0. On pose

M=m|ax\u'

Démontrer que I’on a <—

K

Indication : appliquer la relation de Chasles avec les intervalles [0, ﬂ et B 2}.

Soit u une fonction de I’intervalle | =[0, 1] dans R de classe C' telle que u(0)=u(1)=0. On pose

m=m|inu' et M =maxu'.
]

. m M
Démontrer que I'on a : Z< .[ u< 7.
I

Indication : appliquer la relation de Chasles avec les intervalles [0, ﬂ et El}

Soit f une fonction définie sur un intervalle | =[a;b] (a<b) & valeurs dans R de classe C".
n-1

Pour tout entier naturel n non nul, on pose R, :j f(t) dt—b;a E f(a+kb_7aj.
n n

1°) Soit n un entier naturel non nul fixé. Pour tout entier k e {O, n}, on pose X, =a+kb;a.
n

n-1 X1
a) Démontrer que R, :Zj [F()-f(x)] dt.
k=0 k

X
b) Pour tout entier k € {0, .., n-1}, on pose m, = [inf ]f'(t) et M, = sup f'(t). Déterminer un
e Ko te[X, %]
encadrement de R, par deux sommes faisant intervenir les m, et M, .

2°) Démontrer que nR, —)b%a[ f(b)-f(a)].

n—+w
Soit a un réel strictement positif . Déterminer les fonctions f de R dans R de classe C' telles que

vxeR fz(x)=J‘x(f2(x)+f'z(t)) dt+a.

Soit f une fonction de R dans R continue par morceaux, périodique de période T >0. Pour tout réel x on

pose : F(x)—J.xf(t) dt.

0
Déterminer un condition nécessaire et suffisante pour que F soit bornée.

F(x)

Déterminer la limite de —— quand x — + 0.
X

Soit f une fonction définie sur ]0;+ oo a valeurs réelles, décroissante et continue par morceaux.

n

Démontrer que pour tout entier naturel n on a : j f+f (n)gz f(k)< f(1)+j f avec J, =[1;n].
In k=1 In

Application :

n
Déterminer un équivalent de S, = E ki“ (o est un réel fixé tel que 0<a <1).

k=1

Soit f une fonction définie sur ]0; + oo a valeurs réelles, croissante et continue par morceaux.

n

Démontrer que pour tout entier naturel non a: j f+f (1)<Z f (k)< f(n)+j f avec J, =[1;n].
dn k=1 In

Applications :

n

o Déterminer un équivalent de S, = E k* (o est un réel strictement positif fixé).

k=1

n
o Déterminer un équivalentde S, '= E Ink

k=1

Soit f une fonction définie sur un intervalle I =[a;b] (a<b) & valeurs dans R et de classe C* par
morceaux. La fonction f est dérivable sauf éventuellement en un nombre fini de points de | ; on prolonge la
dérivée de f en une fonction encore notée f' (continue par morceaux) en prenant des valeurs quelconques aux
points ot f n’est pas dérivable.

Calculer f'.
]

Soit F la fonction définie par F (x)= iArctan(\/§tan x) .

3
Préciser D, Dy. et calculer F'(x).

2n

dx

1+2sin?x

Calculer la valeur exacte de I’intégrale J.
0

n
Soit o un réel strictement positif fixé. Pour tout entier naturel n non nul, on pose S, = E ﬁ
n+
=1

Déterminer un équivalent de S, lorsque n — + .



n+k

Pour tout entier naturel n non nul, on pose S, = ZW Cor rlge

k=0

Démontrer que (Sn) converge et déterminer sa limite.

2 . T
. sin(nmx I=In2-1+—

Pour tout entier naturel n, on pose J, = M dx. E * 4

o 1+Xx
1°) Trouver la limite de (J,) lorsque n tend vers + oo. l—3=Linos X
2°) Trouver un équivalent de J, lorsque n tend vers + . 4

g i n nin2
[95] Soit F la fonction définie par F(x):L a_ [6] j In(1+tanx) dX=Z|n\/_= 3
x=1J, V1+t* 0

Trouver la limite de Fen 1.

Remarque : On peut démontrer que F ainsi prolongé par continuité est de classe C* sur R et méme
développable en série entiére au voisinage de 1.

2In2-1
Dans cet exercice, | désigne I’intervalle [0 ; 2x] et E I’espace vectoriel C(I, R) muni du produit scalaire
En dérivant, on obtient f "(x)= f(x)
(u|v)=J- uv .
]

Dot f(x)=ae*+be™.

Pour tout n e N, on définit la fonction u, définie sur I par u, (x)=cos(nx). Or f(0)=0donc f(x)= a(ex —e‘x) =2ashx.
Pour tout ne N, on définit la fonction v, définie sur I par v, (x)=sin(nx). On trouve a _1
Démontrer que la famille constituée des fonctions u, et v, est orthogonale ; en déduire que cette famille est ¢ h
libre. (x)=shx
Soit a un réel strictement positif distinct de 1. o [q.7
L [17]3°) b) XE_O,2:|
Déterminer lim —ZQ/aT.
n—>+woN )
k=1 e sin“x
On calcule 1= Arcsinvt dt en posant t =sin?u.
Intégrales de Bessel vo
e X
. I=] usin2udu
Calculer B(p,q):J‘ xP(1-x)" dx ((p,q)eN?). vo
0

COSQX
On calcule |'=I Arccos+/t dt en posant t =cos’u.
0

q K ~k X
-1
En déduire E ()7% I'=J. u sin2u du
k p+k+1 n

Indication : déterminer une relation liant B(p,q) et B(p+1,q-1).
Ces intégrales sont appelées intégrales de Bessel de 1°® espéce.

n P y _ N .z
1 (-1)ct Douf(x)_|+|_j u5|n2udu—4.

(1-t?)" dt (neN) ;en déduire ZW 0
k

Calculer 1, :.[

0



1°) 0.~1,20 2 102 prés 3°) Attention suivant que x>1 ou x <1.

f(u):jug(t) at

0

| f(u)|<usup|g|
[o:u]

vue[0;x] ‘f(u)‘ng[sOg;X)]\g\

F(x)<xxG(x)

De méme, G(x)< xxF(x).

Donc F(x)<x?F(x).Or F(x)>x*F(x) car xe[0;1].
Donc F(x)=x°F(x) d’ot ¥xe[0;1] F(x)=0
vxel[0;] f(x)=0= f=0sur[0;1].

De méme Vxe[0;1] G(x)=0 dou ¥xe[0;1] g(x)=0 = g=0 sur[0;1].

2 3 (A

1<i<j<n

229 5, -1
Cn

39 fu=fic,>cu = (c,)d I e dt <1
0

On suppose que ¢, — | avec 1 #0.

o % 2 ! 2 U
I e dt=I e dt+J.|e”‘ dt+J. e™ dt
z |
0 e Y3 N

positif positif

| S
et J e”‘zdt>|§e (Zj
|

2

Cn 2 I n[ljz
Donc e"dt>—e \2
0 2
CN 2
Donc il existe un entier naturel N tel que I eMdt>2>1donc =0
0
2 2

n
<S <
ST 24

donc S, —»1;S", .

(Exercice de révision) A

n
n+n "

[28]Partie A1°) u =e-2 2°) u,,=(n+1l)u, -1 3°) Ogungﬁ

. | e 1 1
29/1° lim1 =0 291, =t € L
) Jim 1, ) n-1 (n—1)2”‘1+n—1 "
SO (o (In2)™
28 =2 g 9 2 n

400

Appliquer la formule de la moyenne (éventuellement, faire quelques cas ; par exemple, prendre la fonction

identiquement égale a 1).

1

n
4 E KInK—ZIn—n?>—4J‘ xInx dx
n n n n *
k=1

0
-
1

4

U,— e

N—+o0

Intégrale de Poisson

.

2 i
'”Tz % VzlGnJ- Lz=nj.4200529d9=%+g

0 (X2+4) 0

2
F(x)=§ln[1+x3]
2

[65] 1=7

4

F(x)=¢e*Inx—

Xt X
:o(e* Inx) car I %dth‘ el dt=e*—¢
1 1

F(x) ~ e Inx

+o0

5°)c)J’2 sin’t dt:J‘Z 17Cos2t i T
0

0 2 4

1°) Minorationu, > In(n+1)
2°) b) Faire le changement de variable u =nx.

Solution :

2



n n
o dx
)u,> | ——-=In(n+l) Pour tout entier naturel n non nul, on pose S 1 _
o X+1 P " kn
i k=0 2+cos(%j
2°) b) 1l n’y a pas a calculer I’intégrale I f(x) dx. Déterminer lim S
0 no o M
n 1 1
0<u, - —dxgj f(x) dx : 2
o x+1 0 Jm S =375
0<u,—In(n+1)<a cequidonne In(n+1)<u, <a+In(n+1) donc u, estéquivalenta Inn. Pour tout entier naturel n non nul on pose S, 1 ! -
L k=0 1l+e"
On pose u, =I an , Déterminer lim S, .
o 1+X
lim S, = |ni1
Déterminer un développement asymptotique a deux termes de u,,. e+
u 1+In2+0(1j U
— - “ - k
! n n Pour tout entier naturel n non nul, on pose S, =n E ek—z. Démontrer que (S, ) converge et déterminer sa
k=1
limite.
1
fg=f(b G(b)+J-(—f')G 1ax BNk
J-u ®) | Snwjexzdx—{ex}—e
0 0
Application : !
PP lim 1({‘/EJA‘/ZJFJr{‘/z—”):.|. 2" dx:ﬁ
n—+wo
. - 0
in x sin x N . . .
1% cas ; NX <1 J- —— dx< g <3 88 Note rajoutée le 25-3-2016 (le jour ou je tape cet exercice) :
X 0 X On peut illustrer graphiquement dans le cas ou la fonction est a valeurs positives ou nulles.
2°cas :

On applique la 2° formule de la moyenne avec f () :% et g(x)=sinx.

k=0

S
n kn
2+COS(7J

2n

2
J’avais noté au dos d’une feuille : 6?/5 (je note cela le 19-3-2016) donc c’est sous toute réserve.




Questions de cours sur intégrales et primitives

Intégrale fonction de sa borne supérieure. Expression d’une intégrale a I’aide d’une primitive.
Changement de variable (théorie). Enoncé du théoréme (avec les hypothéses). Démonstration.

Changement de variable affine. Applications : intégrale d’une fonction paire, impaire, périodique.

Exemple : étudier la parité de la fonction F définie sur R par F(x) =I e dt.
0

E Pratique du changement de variable. Transformation directe. Transformation réciproque.
a) les bornes ;

b) I’élément différentiel ;

c) le changement.

1
Exemple : calculer I V1-x* dx.
0

Formule d’intégration par parties. Enoncé avec hypothéses. Démonstrations. Application a la détermination
d’une primitive de la fonction In.

@ Astuces de calcul pour les primitives de fonctions de la forme x — cos® xxsin® x ol p et g sont deux entiers
naturels.



