TS3 | Devoir pour le lundi 12 octobre 2009 |

Consigne : Pour les graphiques, on prendra pour unité de longueur le centimétre.

Encadrer tous les résultats en rouge a la régle.

I. Partie A
On consideére la fonction f définie sur R par f (x)=x-1+— 1 et l'on note C sa courbe représentative dans le
e+
plan muni d'un repére orthonormé (O, i, ])
o s . 2e*
1°) Démontrer que, pour tout réel x,ona f (x)=x+1-— T
e+

2°) Démontrer que f est impaire.
3°) Etudier f sur R, (détailler les calculs de la limite en +o0). Calculer f (O)

4°) Etudier les branches infinies de C en + oo et en — oo.

5°) Recopier et compléter le tableau de valeurs suivant a I’aide de la calculatrice.

X 0 1 2 3 4 5

f (x) (valeur arrondie au centiéme)

Tracer C, les asymptotes et la tangente T en O (on admettra sans démonstration que cette tangente est une
tangente d’inflexion).
Veérifier sur une calculatrice graphique ou sur ordinateur avec un logiciel de tracé de courbe.

Partie B
1—ke*
1+ke*

Pour tout réel k strictement positif, on note g, la fonction définie par g, (x) =X+

1°) Déterminer le domaine de définition de g, .
2°) Démontrer que g, = f .

On rappelle que deux fonctions u et v sont égales lorsqu'elles ont le méme ensemble de définition D et pour
tout réel xeD ona u(x)=v(x).

3°) Déterminer le sens de variation de g, .

4°) Démontrer que g, est solution de I'¢quation différentielle 2y'=(y—x)2 +1 (E).

I1. On considére la fonction f définie sur R par f (x)=(ax+b)e™ ol a et b sont deux réels et on note C sa

représentation graphique dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, i, ])
1°) Déterminer a et b sachant que C passe par les points A(- 2 ; 0) et B(0 ; 2).

2°) Dans la suite, on prend pour a et b les valeurs obtenues au 1°). Ecrire alors I’expression de f.
Justifier que f est dérivable sur R et calculer sa dérivée. On donnera le résultat sous forme factorisée sans
dénominateur.

3°) a) Calculer la limite de f en — 0.
b) Le but de cette question est de déterminer la limite de f en + oo.
o Démontrer que I’on rencontre une forme indéterminée.

o Déterminer lim (xe’*).
X—>+00
o Déterminer lim f(x).
X—>+o0
o Que peut-on en déduire pour la courbe C ?

4°) Dresser un tableau récapitulatif avec le signe de la dérivée et les variations de f (tracer les fléches de
variations a la régle). Compléter avec les limites et I’extremum de f.

f(x)

5°) Déterminer lim ——~. En déduire que C admet une branche parabolique de direction (Oy) en — oo
X—>—00 X

6°) Faire un graphique en prenant le centimetre pour unité graphique.

Placer les points A et B. Placer également le point C correspondant & I’extremum de f ; tracer la tangente en ce

point et faire des pointillés avec les valeurs sur les axes (valeurs exactes uniguement). Tracer C.
On admettra que C admet une branche parabolique de direction (Oy) en — c.
Vérifier sur une calculatrice graphique ou sur ordinateur avec un logiciel de tracé de courbe.

7°) Déterminer I’équation réduite de la tangente T a C au point B.
Tracer T sur le graphique précédent. On admettra que le point B est un point d’inflexion de C.

8°) Soit I la courbe d’équation y=e.

a) Recopier et compléter la phrase :

« I est I'image de la courbe de la fonction exponentielle par ......... »,

b) Etudier la position de C par rapport a . Présenter I’étude dans un tableau.
Controbler sur la calculatrice graphique ou sur I’ordinateur.
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I. Partie A
f(x)=x-1+
(x) e +1
o s . 2e*
1°) Démontrons que, pour tout réel x, ona f (x)=x+1-— T
e’ +

vxeR f(x)=x-1+—
e"+1

f =X+1-2
(x)=x+ +ex+1
2(e*+1
2+ 2

f(x)=x+1-
() =x+ e +1  e'+1

2—2(e*+1)

f(x)=x+1
() =x+L+ e*+1

2e*
e*+1

f(x)=x+1-

2°) Démontrons que f est impaire.

e L ensemble de définition de f est R ; il est donc centré en 0.

e VxeR f(-x)=—x-1+ _X2
e " +1
2
f(—x)=-x-1+
1
—+1
e
2e*
f(—x)=-x-1
(-x)=—x +1+ex

f (—x)=—f(x) (d"apreés I'expression de f trouvée ans la question 1°))
On en déduit que f est impaire.

3°) f est dérivable sur R d’apres les regles sur les opérations algébriques de fonctions dérivables.

2e"
(eX +l)2

VxeR f(x)=1-

vxeR f'(x)>0 doncf est strictement croissante sur R.

Déterminons la limite de f en +oo.

lim (2)=2 2
o donc par limite d’un quotientona: lim ——=0 (1)
lim (ex +1):+OO x>t @% 41

X—>+o0

lim (x—1) =+ (2)

X—>+0

D’aprés (1) et (2), par limite d’une somme, ona: lim f (x)=+o0.

£(0)=0

Tableau de variations

X 0 +o0
Signede f'(x) +

Variations de f 0 ’/' o

4°) Etudions les branches infinies de C en +o et en —o.

2 donc vxeR f(x)-(x-1)=—2

vxeR f(x)=x-1+ }
e’ +1 X +1

=0

lim [ f(x)—(x-1)]= lim 2

X490 x>0 @% 1

On en déduit que C admet la droite A d’équation y = x—1 pour asymptote oblique en +oo.

x X
22" onc vx <R f (X)—(x+1)= 2
e +1 e*+1

vxeR f(x)=x+1-

lim [ f(x)-(x+1)]= xllrﬂo[_ e3e+1j =0 (cette derniére limite se calcule par limite d’un quotient)

X—>—o0

On en déduit que C admet la droite A’ d’équation y = x+1 pour asymptote obligque en—o.

5°) Tableau de valeurs

X 0 1 2 3 4 5
) f) _ 0 | o54 | 1,24 | 209 | 304 | 401
(éventuellement, valeur arrondie au centieme)




3°) Déterminons le sens de variation de g, .

g, est dérivable sur R d’aprés les régles sur les opérations algébriques de fonctions dérivables.

ek g (x)=1s —kex(l+ ke*)—(l—kex)keX

X 2
i B (i)
: : : : : ' 2ke*
4 R 9 '(X)=1-—
R (1+ke")
................................................................................................... ,
' (1+ke) —2ke”
.................................................................................................. g ()= —— L
(l+ kex)
g ,(X)_1+}ké(+k2e“—}ké{
B =
(1+ kex)2
0, ()= 1+k?e*
k =
Partie B (1+ ke )
X
Pour tout réel k strictement positif, on note g, la fonction définie par g, (x) = x+%
+ke
1°) Déterminons le domaine de définition de g . vxeR g,'(x)>0 donc g, est strictement croissante sur R.
0y () existe si et seulement si 1+ke* =0 4°) Démontrons que g, est solution de I'équation différentielle 2y’ = (y— x)2 +1 (E).
si et seulement si e* # —% (toujours vrai car k >0) )
X
vxeR (gk(x)—x)2 PO (P N S
P s 1+ke*
Donc I’ensemble de definition de g, est égal a R. )
_[1-ke® )
2°) Démontrons que g, = f . 1+ke*
2 2
. A o (1—kex) +(1+kex)
Les fonctions g, etf ont le méme ensemble de définition R. = >
1+ kex)
vxeR f(x)=x-1+ 2
e +1 _1+k%* +1+ k%™
— 2 - X 2
f(x)—x+(ex+l— j (1+ke )
2_e¥_1 1+k2%*
f(x)=x+ - 2
( ) X +1 (1+ kex)
X
f(x)=x+l € =9.'(x)
1+e*
f(x)=0,(x)

On en déduit que la fonction g, est solution de I'équation différentielle 2y =(y— x)2 +1 (E).

On en déduitque g, = f .



1. f(x)=(ax+b)e™
. f(
1°) C passe par les points A(-2;0) et B(0;2) donc "

. A (-2a+b)e’ =0
On obtient le systeme :
(ax0+b)e®=2

—2a+b=0
Donc : {b _a2+ (car e*#0)

On en déduit que : a=1
e p=2

2°) f(x)=(x+2)e~

f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R.

vxeR f '(x)=1xe’*+(x+2)x(—e*)

f1(x)=[1-(x+2) e~

f1(x)=(-x-1)e~

lim (x+2) =—o
3%a) donc par limite d’un produitona: lim f (x)=—o0.
lim ™ = +o0 X
X—>—o0
lim (X +2) =+
by 7 donc lorsgue x tend vers +oo, on rencontre une FI du type « 0 x oo ».
lime™=0
X—>+0
i (e tim 2 — tim L —
Jim (xe*) = lim 25 = Jim =-=0.
X

vxeR f(x)=xxe™+2e™

fim (xe ) =0
lim (2e’*)=0 s

X—>—o0

On en déduit que la courbe C admet Iaxe des abscisses pour asymptote horizontale en +oo.

3°) Tableau récapitulatif :

X —® -1 +00
Signe de (—x-1) + 0 -
Signe de e + +
Signede f'(x) + 0 -
Variations de f

4°)

5°) L’équation réduite de la tangente T 2 C au point B s’écrit: y= f'(0)(x-0)+ f (0).

or f(0)=2; f'(0)=-1

Donc T a pour équation réduite : y=—x+2.

6°)I: y=e™.

a) I est I'image de la courbe de la fonction exponentielle par la symétrie d’axe (Oy).
b) Pour déterminer la position de C par rapport a T, on étudie le signe de la différence :

f(x)—e™=(x+2)e™*—e " =(x+1)e™".

donc par limite d’une somme ona: lim f (x)=0.

X — -1 +00
SGNde x+1 - 0 +
SGN de e™* + 0 +
SGNde f(x)-e™ - 0 +
C estau-dessous de I’ C estau-dessus de I"
Cetll

Position de C par rapporta I

sont sécantes
au point d’absc. — 1

On contrdle le résultat sur la calculatrice graphique ou sur un ordinateur.




