1°"¢ S Fonctions de référence

Objectifs :

- Revoir et compléter I'étude des fonctions deneiiée vues en seconde.

- Signaler en particulier quelques propriétés gdoqées de leurs courbes représentatives et ier
propriétés a des propriétés algébriques des farxtio

- Revoir diverses notions sur les fonctions (notw&j vocabulaire, ensemble de définition, variation
courbes...) notamment en utilisant les 3 cadres elsit algébrique-numérique, fonctionnel, géomatriq
graphique.

- Revoir les techniques d’études du sens de vaniakiune fonction.

- Revoir et compléter les connaissances d’algélrées identités remarquables.

Préliminaire : rappels sur le sens de variation d'me fonction
1°) Définitions

f est une fonction définie sur un intervalle Ikle

f est_croissantsur | signifie que pour tous réeletv de Itels queu< v,

f(u)< f(v).
f est_strictement croissarger | signifie que pour tous réelstv de ltels que
u<v, f(u)<f(v).

Fonction croissante

f est_décroissantgur | signifie que pour tous réeletv de Itels queu< v,

f(u)>f(v).
f est _strictement décroissarsigr | signifie que pour tous réelsetv de Itels que
u<v, f(u)> f(v).

Fonction décroissante

Fonction monotone Une fonction est monotorsir | si elle est croissante sur | ou décroisssinte.

2°) Remarques

e Les définitions sont données sous formepltases quantifi€eg« pour tous » ...).
e On ne parle de fonctions croissantes ou décrdissauesur un intervalle.
e Les mots qui marchent ensemble :

On doit toujours préciser fonction croissante sur ..», « fonction décroissante sur ... »« fonction
monotone sur ...» (et non pas croissante tout court)

3°) Comment étudier le sens de variation d’une forion (pour mémoire)
Une méthode générale :

Pour étudier le sens de variation d’'une foncfisor un intervalle I, on prend deux réels quelcesgetv
dans | tels quel < v ; on comparef (u) et f (v) (par exemple, en utilisant la technique de l2édéfice).

Cette méthode est difficile a mettre en ceuvre powertaines fonctions ; nous étudierons un bien medur
moyen cette année.

4°) Tableau de variation (pour mémoire)

X ‘

Variations def ‘

Lorsqu’une fonction n’est pas définie en un réalpeet une double barre.

5°) Différence entre fonction croissante et fonctio strictement croissante

o o|7r

Fonction croissante Fonction strictement croissante

I. Fonctions affines

1°) Définition

f: x+— ax+ b (aetb coefficients réels)
9, =R

2°) Cas particuliers

ea=0 fix—Db fonction constante

eb=0 f:x— ax fonction linéaire

3°) Tableau de variations(a = 0)

Le sens de variation desst donné par le signe de



f eststrictement croissantesur R. f eststrictement décroissantesur R.

Principe de démonstration :

On prend deux réels quelconquestv tels queu < v. On doit comparerf (u) et f (v).
On effectue la différencéd (u)— f(v) = au+ b-( aw B= au /b-av- b =au- av= auy.
u—v< 0 et on regarde le signe de

4°) Représentation graphiqe

La représentation graphique de la foncfiom — ax+ b est la droite d’équation réduite

y=[a]x+[b],
/

coefficient directeur ordonnée a l'origine
(pente si le repére est orthonormé)

Tracé
2 points
ou

~a 1 point et le coefficient directeur

5°) Formule du coefficient directeur

a= f(Xl)_f (Xz) (

Xp =X,

X % %)

Il. La fonction « carré »

1°) Définition
fixx2

9, =R (on peut calculer le carré de n'importe quel)réel

2°) Tableau de variations

X ’—oo 0 +0

Var. def \ O/

f est strictement décroissante gure ; 0] et strictement croissante ; +oof .*

Le minimum def surR est O ; il est obtenu pouwr=0.

* f est strictement croissante sur l'intervdlle + oo[ et strictement décroissante sur l'intervalie] ; 0].
On inclut O dans les deux intervalles.

Principe de démonstration pour le sens de variatiosur [0+ oo :

On prend deux réels quelconquestv dans[O i+ oo[ tels queu < v.
On effectue la différencé (u)- f(v)= "~V =(u- Y( ur Y.
u-v<0 etu+v>0 donc f (u)- f(v)<0 soit f(u)< f(v) d'oll le résultat.

Méme principe sul-o2; 0].

3°) Représentation graphique

(au moins 5 valeurs)

On devrait mettre des fleches pour montrer quelsle conserve la méme allure hors de la zone de la
représentation.

¢, est une_parabolede sommet O qui admet I'axe des ordonnées pour ade symétrie dans un repére
orthogonal.



La courbe prend une forme arrondie en O ; elletwerpller » I'axes des abscisses autour du poif@®dit
que %, esttangenta I'axe des abscisses en O (nous reverrons agtteplus tard).

4°) Justification de la symétrie
2 .
VxeR (-x) =X soit¥xeR f(-x)=f(x).

On dit que la fonction « carré » gxtire.
On dit qu'une fonctiori définie surR est paire lorsque’xe R f (- x)= f(x).

Les points M et Md'abscisses respectivex-etx ont la méme ordonnée et sont symétriques par rappo
(Oy).

N.B. : Si le repere n'est pas orthogonalpn a unesymétrie obliqued’axe (Qy) de direction (Q).

I1l. La fonction « inverse »

1°) Définition

f:x»—>i
X

2, =R =R\{0} (on ne peut pas calculer 'image de 0)

2°) Tableau de variations

X o 0 &
Var def \ H \

f est strictement décroissante sur chacun des a'xillm,'\]o ; +oo[ et ]— 0] 0[ .

Principe de démonstration pour le sens de variatiosur ]O ; +oo[:

On prend deux réels quelconquestv dans]O ;+oo[ tels queu < v.
On effectue la différencé (u)— f (v) i 1_v-u )
u v uv

v-u>0 etuv>0 donc f (u)- f(v)>0 soit f (u)> f(v) d'ot le résultat.
Méme principe sul-oo; ([ .

Attention : la fonction « inverse » n'est pas strictement diésante SuR".
En effet, prenons un contre-exemple.

3°) Représentation graphique

6 valeurs

x

x |~
NI N

On devrait mettre des fleches pour montrer quelsle conserve la méme allure hors de la zone de la
représentation.

¢, est une_hyperboleconstituée de 2 branches symétriques par rapport Borigine O du repére.

(La courbe est en deux morceaux ; on dit ici qumlarbe de la fonction inverse est constituée de de
branches On trace séparément ces deux branches sachatiegsont symétriques par rapport a I'origine.
On met le nom de la courbe seulement sur 'uneldes).

4°) Justification de la symétrie

vxeR = -1 soitvxeR' f(-x)=-f(x).
X

On dit que la fonction « inverse » @sipaire.
On dit qu'une fonctiori définie surR” est impaire lorsque’xe R* f (- x)=- f(x).



Les points M et Md'abscisses respectivex-etx ont des ordonnées opposées et sont symétriqueappanrt
au point O.

IV. La fonction « cube »

1°) Définition
fix— x*
9, =R (on peut calculer le cube de n'importe quel réel)
2°) Tableau de variations
X ‘ —0 0 +0

Var. def /0/'

f est strictement croissante suR.

Démonstration pour le sens de variation sur [0 ; o[ :

On prend deux réels quelconquestv dans[O ;+oo[ tels queu < v.

On sait que comme la fonction « carré » est crotessur[0;+oo[ on a :u” < V* (2).

Comme les inégalités (1) et (2) ne comportent gagenmbres strictement positifs, on peut les nlidtip
membre & membre.

On obtientu® < V@ soit f (u)< f(v). Par suitef est strictement croissante 5[0r;+oo[.
Méme principe suf-;0].

3°) Représentation graphique

(au moins 5 valeurs)

La courbe est symétrique par rapport a 'origine.
4°) Justification de la symétrie
vxeR (—x)3:— X soit vxeR f(-x)=- f(X).

On dit que la fonction « cube » ésipaire.
On dit qu'une fonctiori définie surR est impaire lorsque'xe R f (- x)=— f(x).

Les points M et M' d’abscisses respectivesetx ont des ordonnées opposées et sont symétriquespment a
0.

V. La fonction « racine carrée »

1°) Définition

fix— Jx

9, :[O;+°O[:R+

(on peut calculer la racine carrée de n'importd goenbre positif ou nul /0 existe et/0 = 0)

Rappel de la définition de la racine carrée d'un rél positif ou nul :

La racine carrée d'un réel positif ou nutst I'unique réel positif ou nul dont le carré égal ax.



Exemples :

La racine carrée de 4 est égale a2=2.
La racine carrée de 1 est égale all=1

La racine carrée de 0 est égale a=o.
La racine carrée de — 1 n’existe pas.

2°) Tableau de variations
X ’ 0 L3
Var. def 0 /

f est strictement croissante sRr .
Le minimum def surR, estO ; il est obtenu pow=0.

Démonstration pour le sens de variation su[O ; +oo[ :

On prend deux réels quelconquestv dans[O ;+oo[ tels queu < v.

On effectue la différence

R T T N O S I A A,
1 Juslv Yusdv o Vo

f(u)— f(v)=~/u-

On multiplie le numérateur et le dénominateurdar+\/\—/ qui est laguantité conjuguéedeJG—J\—/.
En général, on utilise plut6t ce genre de technifirede se « débarrasser » d’une racine carrée au
dénominateur. C’est le contraire que I'on fait:ion met des racines carrées au dénominateurqldtrs’y en

avait pas ; on complique I'écriture mais cela nsiugplifie la recherche du signe de(u)— (V).
Ona:u-v<0 etvu++/v>0 donc f (u)- f(v)<0 soit f (u)< f(v) d'otl le résultat.

e Une remarque pour commencer :

On ne peut prendre 2 valeurs.
On est obligé de travailler en littéral.

e On prend 2 « valeurs » de u etvavecu< v, avecue R, etveR,.

e On comparef (u) et f (v).
f(u)=+u
f (v)=x/T/

f(u)- f(v)=u-vv
_Nu-Wv Jusv

——x (on complique pour trouver le signe)

1 ﬁ+&

_u-v

“Taew

On analyse le signe de ce quotient=v< 0 et vu ++/v>0 donc f (u)- f(v)<0.
Par suite,f (u) < f(v).

e Cette technique d’étude du sens de variation reepdas utilisée cette année. On aura d’autresitqubs
beaucoup plus efficaces.
3°) Représentation graphique

Au moins 4 points

Dans le plan muni d'un repére orthonormé, on obt&nen utilisant la représentation de la fonction ré&a
surR, et en utilisant la symétrie d’axe I8°bissectrice du repére (d’équatign= x).
%, est une_demi-parabole de sommet O

La courbe?; est « collée » & I'axe des ordonnées au voisidagmint O (elle « part verticalement » & partir
du point O). On dit qué; esttangentea I'axe des ordonnées au point O.
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VI. La fonction « valeur absolue »

1°) Définition

frxis | x|

9, =R
xsi x>0
—Xsi x<0

2°) Représentation graphique

On trace les droites

¢, estla réunion de deux demi-droites fermées d’'orige O (V de valeur absolue).

La fonction « valeur absolue » est une fonction «fane par intervalles ».

¢, est symétrique par rapport & I'axe des ordonnées.

Sur la calculatrice, touche Abs sur le claviempsi, sur certaines calculatrices, aller dans lelcgtie.
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3°) Justification de la symétrie
VxeR | -x|=| x| soitvxeR f(-x)=f(x).
On dit que la fonction « valeur absolue » Egte.

Les points M et Md'abscisses respectivex-etx ont la méme ordonnée et sont symétriques par rappo
(Oy).

VII. Comparaison d’un réel strictement positif avecson carré, son cube, sa racine carrée

Il s'agit de comparex, x2, X%, v/x otix est un réel strictement positif.

1°) Propriété

x est un réel quelconque strictement positif.

e SiO0<x<1 alorsx® < x2< x <X .
e Si x>1,alors Vx < x < x2 < x3.

e Six=1,alors Vx = x= x2 = x3.

2°) lllustration graphique

Sur un méme graphique, on représente les courpessemntatives des fonctions « carré », « cubaagine
carrée » ainsi que la droite d’équatigr= x (pour x> 0).

On observe alors Igmsitions relativesde ces courbes sur I’interval]e P+ oo[ c’est-a-dire que I'on cherche
comment elles se positionnent les unes par rapparautres.

Pour décrire la position d’une courbe par rappam@ autre, on utilise un langage concret « precthe
langage courant en utilisant les mots « au-dess«g-dessous », « sécants ».
12



Par contre, on bannit les mots « inférieure » Ripérieure » (qui restent attachés au cadre atgebri
numérique).

3°) Démonstration algébrique
Méthode

On est obligé de faire une démonstration générale.
Un, deux, trois, ..., mille exemples ou plus ne seffit pas pour démontrer la propriété. Il s’agind’u
proposition quantifiée universellement valable powt réelx strictement positif.

Lorsquex =1, on va démontrer les inégalités successivemers daegue cas. Par exemple lorsque,
0< x<1, on va démontrer que® < x2, puis x* < X et enfinx<~/x (peu importe I'ordre).

1% cas:0<x<1(1)

(1) donnev'x <+/1 (en appliquant la fonction « racine carrée »agele membre de l'négalité, le sens de
I'inégalité est conservé car la fonction « raciaer€e est strictement croissante sur I’interv[s(ue+ oo[) soit

\/;<1.

| . . - . oA . .
On notera I'expression « en appliquant la foncti@eine carrée" ..». On pourrait étre tenté de dire « en
multipliant par la fonction "racine carrée" les denembres de I'inégalité » ce qui serait faux. €heen le
I verbe « appliquer » qui convient ici.

On peut multiplier les deux membres de I'inégapiéé +/x . On obtient alorsc<+/x.

En multipliant les deux membres de I'inégalité gy x (x> 0), on obtientx? < x.
En multipliant les deux membres de I'inégalité ga) x> (x? > 0), on obtientx® < x.
Finalement, on peut écriné < X < x<+/ X.

On aurait aussi pu démontrer d’abord gde: X2, puis quex? < x et enfin quex<«/?( en appliquant la
fonction « racine carrée » aux deux membres dégétfité précédente.

| 1
| 1
! !
2°cas :x>1(2)

On procéede de la méme maniére que danS 4.

Fcas:x=1(3)

Ce cas est évident.
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VIII. Appendice 1 : identités remarquables

1°) Identités du second degré

a etb sont des réels quelconques.

(a+b)* = &+[2al
(a by = o - (2 termes rectangles
a-b)’ = &-[2al
(a-b)(at+tbh=&- 85

2
2

N.B. :

Dans les deux premieres identités remarquablegade de
- termes carrés ;
- doubles produits ou de termes rectangles.

Ces termes peuvent s’expliquer par l'illustratioapghique des identités remarquables par les ades uh
carré. Chaque terme apparait comme l'aire d’'urarggté ou d’un carré comme le montre la figure csdels
qui reprend celle de la double distributivité.

bZ

b ab
a a’ ab
a b

a, b, c sont des réels quelconques.

(a+b+c)’=d+ B+ +[2ap2ba 2 c

Démonstration :
(a+b+ o)’ =(a+ br 9(a b @

On développe et on réduit.
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2°) Identités du troisieme degré

a etb sont des réels quelconques.

(a+b)’=2a +3&b+3ab+ B
(a-b)’=a-3&b+3ab- B
a®+b’=(a+ b)(&- abr B)
a’-b’=(a- b)( '+ abr B)

3°) Démonstrations

(a+b)2:(a+ b(a+ B
=a’+ab+ba+ b

=a’+2ab+ 1P
(a—b)2= a&—-2ab+

(a+b)(a- b= & ~dbs+ab b’

(a+ b)3 =(a+b(a+ ljz
=(a+b)(& +2ab+b?)
=a’+2a’b+ alf +ba’+ 2ab’+b?®

=a’+3a’b+3af+ B8

(a-b)’=(a-B(a b’
= (a-b)(& -2ab+b?)
=a’-3a’b+ 3alf-

(a+b)(a2—ab+ B): d- db ab+ bad abr |

=at+p?

(a-b)(&+ ab+ B)= d+ &b ab- ba-
=a3_b3

N.B.:

(a-b)’ =[a+(- b)]3

a@-b=a+(-b

4°) Utilisation
Développements et factorisations.

Exemple 1:

Développer I'expressiod = (2x+1)°.

On applique l'identité remarquabfe+ b)3 =a+3ab+3ad+ B.
Le « role » dea est joué par®; le « role » dd est « joué par 1.

A=(2x)"+3(2x)° x 1+ 3 2xx £+ 1
A =27 +12X + 6x+ 1

Exemple 2 :
Factoriser I'expressiol = x* - 8.

On effectue la réécriturB = x* - 2°.
On applique l'identité remarquabk€ — b° = (a— b)( &+ abr 6).
Le « rble » dea est joué pax ; le « role » dé est « joué par 2.

B=(x-2)(xX+2x+ 4
D’autres exemples seront donnés en exercices.

5°) Complément : le triangle de Pascal

(a+ b)0 =1
(a+ b)1 =la+1b
(a+b)* =12+ 2ab+ 1

(a+b)’ =12+ 3&b+ 326+ 18

On doit retenir les identités remarquables jusqulzee.
A partir de I'exposant 4, on utilise le triangle Blascal.

Exemple :
Pour développefa+ b)s, on utilise la ligne du triangle de Pascal aveccleefficients :

1 5 10 10 5 1



Les mondmes qui constituent le développement somg Hordre des puissances décroissantesede
croissantes de:

a’h® a't a’h? a’b’ a'b’ b®
Orb’=1etb =h.

On écrit le développement cherché en prenant le®imes dans I'ordre affectés des coefficients trewdans
le triangle de Pascal.

(a+b)’= & +5&'br-108 5+ 104 B+ 5ab+ E
Il faut bien avoir conscience que I'on ne peut @iéer plus loin dans le développement(der b)s.

De maniére générale, pour déterminer le développedesa+ b)n oun est un entier naturel donné, il y a deux
choses a faire.

1%"®travail : écrire les mondmes du développement tlartse décroissant des puissanceseéé croissant des
puissances de en laissant des espaces pour les coefficients.

(a+b)'=..dB+.d"B+..d°B+ .+ .48

2% travail : lire sur la ligne du triangle de Pascal les coefficients du dévedammt et compléter I'égalité
précédente.

On retiendra en outre que le développemer(ta;heb)n ne s’obtient pas en écrivaat puisb" sous la forme

d’'une somme. Autrement difa+ b)" n’est pas égal @" + b".

IX. Appendice 2 : racine cubigue d'un réel positifou nul

1°) Définition

a est un réel positif ou nul.
Nous admettrons qu'il existe un unique répbsitif ou nul tel qued = a.
Ce réel est appelé racine cubiquedea.

Ce réel est notd/a .

2°) Exemple
Y8=2 car{23 -

3°) Utilisation de la calculatrice
On peut déterminer une valeur approchéé/aea I'aide de la calculatrice.

- Sur TI, pour calculerd/2,, il y a deux méthodes :
17

MATH 4

ou
(1:3) ExE
- Sur CASIO Graph 35+,0n a une touchés/_| : pour cela, fair :

On peut démontrer quﬁ est un nombre irrationnel (c’est-a-dire qu'il reups’écrire sous la forme oux
y

ety sont deux entiers naturels).
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