Soit a un réel strictement positif.

Exercices sur les intégrales doubles On note D ={(x; y) <R[ x |+] y | <aj.

Calculer J.J. ‘ X% —y? ‘ eV dx dy.
D

— . . u=Xx+
Indication : Utiliser le changement de variables { y

Calculer J:[ X(iXeryz avec D = {(x y)eR*a’ <x*+y? < bz} ou a et b sont deux réels strictement V=x-y '
D

y

positifs tels que a <b. On pose K =[a;b]x[a;B] olia, b, a, B sont des réels tels que 0<a<b et 0<a<P.

_ . 2 . p bx _ jax b Bx _ qox
[2]on pose D _{(X PY)eRM/-1<X<0; ~1< y <X } En considérant J:[ e¥ dx dy, démontrer que j € -€ dx=j €% .
« X X

o a

Le but de I’exercice est de calculer 1= J.J. e’ dxdy par deux méthodes indépendantes.
D

Commencer par représenter le domaine D. . .

ore - < <B.

17 méthode - Calculer 1 directement. Soita, b, o, B desréels tels que O<a<b et O<a<p

2° méthode : Déterminer une forme différentielle o de degré 1 définie sur R? telle que do= e” dxdy ;en Soit f une fonction continue de [ac.; bp] dans R.

déduire le calcul de I. On note F une primitive de f sur [aa ; bp].

) " F(bx)-F(ax) * F(Bx)-F(ox)
[3] Déterminer lim J.J. _Oxdy Démontrer que j Y dx:j — dx.
[

no o 0;1]zl+x"+y" * 2

Indication (a donner ?) : Considérer J.J. f(xy) dxdy avec K=[a;b]x[o;B].
K

[4] calculer J. VX2 +y? dxdy.
[

112
o On admet que les propriétés des intégrales doubles pour les fonctions a valeurs complexes sont les mémes
que pour les fonctions a valeurs réelles.

Calculer J.J. f ol f est la fonction définie par f (X, y)=cos(xy) et
D 1°) Soit P le pavé [a,b]x[c,d] (a, b, ¢, d réels tels que a<b et c<d).

. 2 . T )
D= {(X y)eR*/1<x<2;0<y <5}- Démontrer que P a un coté entier si et seulement si J.J. % Y) gy dy =0.

P

.o 2°) Soit R un rectangle du plan subdivisé en un nombre fini de petits rectangles qui ont chacun un coté
@Calculer zy dx dy ou D={(x;y)eR2/x2+y2 gl;y}O}. rationnel.
JJpx'+1 Démontrer que R a un cdté rationnel.

Indication : Se ramener a des cotés entiers par homothétie puis utiliser I’additivité.

7| Calculer f ou f est la fonction définie par f (x, y)=xcos(xy) et D= 0;E x[0;:1].
2

v D

Calculer zy 1 dx dy dans chacun des deux cas suivants :
J +

¥ D

1% cas D={(x;y)eR2/O<x<1;Ogygxz} :
2cas: D={(x;y)eR*/x>0;y>0;0<x" +y*<1}. [13] on pose D={(x;y)eR/x>0;y>0;x+y? <1},

dx dy
Calculer | = —_—-
[9] Calculer J.J. x? dx dy ol D:{(x;y)eRlegxgl;Ogygxz}. olexi+y
D



Soit f une fonction définie et continue sur I’intervalle [0 ; Rz] ou R est un réel strictement positif & valeurs
dans R.
On note D le disque fermé de R? de centre (0; O) et de rayon R.

Donner une autre expression de I’intégrale J‘J‘ f (x2 + yz) dxdy .
D

Soit f une fonction définie et continue sur [-1;1] a valeurs dans R.
On note D le disque fermé de R? de centre (0; O) et de rayonl.

Donner une autre expression de I’intégrale J‘J‘ f (x) dx dy.
D

Soit f une fonction continue sur [0; 2] & valeurs dans R.

On pose D =[0 ;1]2. Soit F une primitive de f sur [0; 2].

2 1
Démontrer que JJ f(x+y) dx dy=J F(t) dt—j F(t) dt.
D

dx dy

1 0
, In(1+ x+y) dxdy, e*"Y dx dy (retrouver le résultat par une
o 1+Xx+y o o

Applications : Calculer J‘J‘

autre méthode), J‘J‘ (x+ y)“ dx dy ou a désigne un réel positif.
D

Soit f une fonction définie et continue sur I"intervalle | =[0;1] a valeurs dans R.
On pose D =12.

Donner une autre expression des intégrales J‘J‘ f(max(x, y)) dx dy et J‘J‘ f(min(x, y)) dx dy .
D D

On peut remplacer | par | = [a ; b].

2
[18]On pose D=[O;g} .
Calculer J.J. cos(x+y) dxdy.
D

Soit f une fonction définie, continue et croissante sur [0;1] & valeurs dans R.
On pose D =[0 ;1]2.

On note F une primitive de f sur [0;1].
1

Démontrer que ” \ f(x)_f(y)\dxdy=2|:(o)+2|:(1)—4j F(t) dt.

0
Application : Calculer J‘J‘
D

e —e” | dxdy.

Calculer J.J. AJx*+y? dx dy avec D = {(x iy)eR*[a? <xP+y? < bz} ou a et b sont deux réels
D

strictement positifs tels que a<b .

[21]On pose D =[0;1]".
Calculer J‘J‘ (2x+3y)2 dx dy .
D

[22]On pose D ={(x;y)eR*/ X’ +y*~2x<0 |.
1°) Représenter le domaine D.

2°) Calculer J.J. X2+ Y2 dx dy.
D

Indication : Passer en coordonnées polaires.

[23] Calculer J.J. % dx dy avec D:{(x;y)eR2/x>0;y>0;a2<x2+y2<b2} ol a et b sont deux
p X tY

réels strictement positifs tels que a<b.

1°) Soit | un intervalle non vide de R.
On dit que deux fonctions f et g définies sur | vérifient la condition (S) lorsque

v(xy)el® (f(x)-1(y)(a(x)-a(y))=>0.
Dans ce cas, on peut dire que les fonctions f et g sont synchrones.
Justifier que la condition (S) est vérifiée lorsque :

o I’une des deux fonctions f ou g est constante ;
e les deux fonctions f et g ont la méme monatonie sur | ;
e g =Af avec A réel positif ou nul quelconque ;

e g="f +X avec X réel quelconque.
2°) Dans toute la suite, on suppose que :
o | est un intervalle fermé borné de R dont la longueur est égalea 1 ;

o f et g sont deux fonctions définies sur | continues par morceaux Vérifiant la condition (S).

Démontrer que I'on a : .[ fx'[ o g'[ fg.
I I I

Indication : Considérer lez[f ()= f(y)] [9(x)-a(y)] dxdy.

Enoncer une condition suffisante pour qu’il y ait égalité.
3°) Que donne I’inégalité précédente lorsque I’'une des deux fonctions f ou g est constante ?
4°) Quelle inégalité obtient-on lorsque f =g ? Retrouver ce résultat par une autre maniére.

Soit a, b, ¢, d quatre réels strictement positifs tels que a<b et c<d.
On pose D =[a; b]x[c : d].

Calculer J:[ axdy et J:[ M
o XY o XY



Calculer

(x+y)2 dx dy avec D={(x;y)eR2/x>0;y>0;x2+y2gl}.

v D

Calculer

(x+ y+1)2 dx dy avec D=[O;1]2.

o D

Calculer

x? dx dy avec D:{(x;y)eR2/x>0;y>O;x+y<1}.

v D

Calculer % dx dy dans chacun des cas suivants :
pl+ X +y

1% cas: D={(x;y)eR2/x>0;y>0;x2+y2<1} ;
2°cas : D:[O;l]z.

1
Calculer . —
[30] JJ o1+ x®+y?

strictement positif.

dx dy avec D:{(x;y)eRzlx>0;y>O;x2+y2<a2 } ol a est un réel

Calculer Mavec D={(x y)eR*/x>0;y>0;a’<x*+y’<b’ } ol a et b sont deux réels
oo D'\’X2+y2

strictement positifs tels que a <b.

Calculer

In* dx dy avec D =[1; e]2 puis JJ Inx—D dx dy ol o et B sont deux réels.
y b Y

v D

Calculer

x’ dx dy ol D =[0;1]".

v D

Soit u une fonction définie et continue sur un intervalle | = [a ; b] (a et b étant deux réels, a<b) telle que
Vtel u(t)>0.0npose D=[0;1]xI.

Exprimer J.J. X" dxdy sous la forme d’une seule intégrale sur I (en utilisant la fonction u).
D

[35] Soit a un réel tel que 0 <a <1. On pose D:{(x;y)eRzlagygl;nggy}.

1°) Calculer jj e dx dy.
D

2°) Soit u une fonction définie et continue sur [0;1].

1
Exprimer JJ ( ] dx dy en fonction de j u(t) dt etdea.

0

[36] Calculer J.J. xy dxdy avec D ={(x ;Y)eR*/x20;y>0;0<x" +y° gl} en utilisant la formule de
D

Green-Riemann.

Soit o un réel strictement positif. On pose D = {(x 7Y)eR*/x20;y20;x*+y*< 1} .
Calculer J.J. xy® dx dy de deux maniéres différentes.
D

1% maniére : en utilisant la formule de Fubini
2° méthode : en utilisant les coordonnées polaires

m Soitf une fonction définie et continue par morceaux sur un segment | de R. On pose D =12,

On considére les intégrales A= J.J. ( ) dx dy et B= J.J. dx dy.
)+ ()
Comparer A et B puis donner leurs valeurs.
Application :
On pose K :[a ; b]z, a et b étant deux réels tels que a <b. Calculer J.J. (iidyl.
K €70+

Voir exercice [14]:

Soit a et b sont deux réels positifs ou nuls tels que a <b.
Onpose D={(x;y)eR?/x>0;y>0;a’<x*+y’<b” }.
Soit f une fonction continue sur I’intervalle [a; b].

On note F une primitive de f sur [a; b].

. T
Démontrer que J-J‘D f(x*+y?) dxdy= [F(bz)— F(az)}xz.

[40] On pose D:{(x;y)eRzlogxgl;Ogygl;x>y }

Calculer

Idée notée le 26-4-2022

Méme question avec D = {(x ;y)eR*/0<x<Ina;0<y<Inb } ol a et b sont deux réels strictement positifs
donnés.

Soit a et b deux réels positifs ou nuls. On pose D =[0;a]x[0;b].
Calculer ﬂ
e +e*

Soit a un réel positif. On pose D =[0;a]".

emin(x;y)
Calculer ——— dx dy.
€™ 41



On pose D =[0 ;1]2. Calculer I’intégrale de la fonction f: (x; y) ~— sin(x+y) sur chacun des domaines suivants :

Soit f une fonction continue sur I’intervalle [—1;1]. |

o a) D, =[O ;— | (deux méthodes : I’'une en développant sin(x + y)) ;
On note F une primitive de f sur [0;1]. 2]

1 0 b) D2={(x;y)eR2/x>O,y>O, x2+y2<1}.
Démontrer que J‘J‘ f(x-y) dxdy=j F(x) dx—j F(x) dx.
D

’ - ([ dxd
[53] Calculer ke

[44]0On pose 1 =[0;1] et D=1, I o (16x7)(1+y7)
Soit f une fonction continue sur I.
On note F une primitive de f sur I. Calculer

1
Démontrer que J‘J‘ f(|x-y])dx dy:ZJ F(x) dx—2F (0). Te
D 0

avec D={(x;y)eR2/0<x<1;0<ygx}.

ye ¥ dx dy avec K:[O;l]z.

Calculer e“ycos(ex +ey) dx dy ou D =[a,b]x[c,d] (a b, c, dréels tels que a<b et c<d).

45/ Soit f la fonction définie par (X, y)=4/1—+/X* +Vy? . JIo
par f(x, y)=y1-yx"+y

Déterminer I’ensemble de définition D de f.
Calculer I'intégrale de f sur D.

Soit a un réel strictement positif donné.
Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (O, i, ]) , on considére la courbe C définie par les équations

Calculer J.J. (x2 + yz)g dx dy ou D= {(x ;Y)eR? [ x2+y?-2x<0 } . paramétriques x(t) = acos’t et y(t)= asin®t (teR). Cette courbe porte le nom d’« astroide ».
D Calculer I"aire du domaine limité par C.

Soit f une fonction continue de [0;1] dans R.
On pose D:{(x;y)eR2/x>O;y>O;x+y<1}.

1
Démontrer que II X+y) dxdy = I tf (t) dt.

Applications : Calculer _dxdy et cos x+y) dxdy.
o X+y+l

- Calculer Iintégrale de la fonction f : (x; y) — (x+ y)2 sur chacun des domaines suivants :

a) D, =[0;1] ;
b) D2={( )eR2/x2+y2<1}:
¢) D, ={(x;y)eR?/x>0;y>0;x+y<1}.

Calculer ————=—avec D={(x;y)eR?/x*+y* <2X; x*+y* <2y {.

dx dy i 2792 2 2,42
o (X" +y* +1)

[50] Pour tout réel R >0, on pose D(R)={(x;y)eR* /X’ +y*<R*}.

Calculer lim J‘J‘ _ dxdy — (a >0 fixé).
Rose 1+x +y

Calculer I"intégrale de la fonction f: (x; y) — % sur chacun des domaines suivants :
Xt +y

a) D, =[0;1]x[1; 2] (faire le calcul dans les deux sens) ;
b) D2 ={(X; Y)eR2/x>O, y>o’ 1§X2+y2§4}.



RépOI’]SGS Par conséquent, |:J‘J‘ e’ dx dyzj' xe” dy.

b On parcourt I’arc T" dans le sens direct.
I=2rIn— (On contrdle que le résultat est bien strictement positif.)
a

Cetarc I est constitué de trois segments de droites I, T',, T',.
Bl e_1 I, : segment joignant le point (—1; 1) au point (0;-1)
T2 I, : segment joignant le point (0; - 1) au point (0;0)

Rappel : dérivée d’une forme différentielle de degré 1 T, : segment joignant le point (0; O) au point (~1; _l)

1
o=Adx+Bdy J. x ¥’ dy=0(y=cte=—l);J. x e’ dy=0(x=cte=—l);j x e’ dy=j te” dt:e—;l
r 0
do=( A 2B V4 ay
6y 6

EJ‘J‘ JXE+y?odx dy:ZJ
o1

1% jdée (qui ici ne s’applique pas)

2[4+ de
Soit f une fonction continue de R dans R et F une primitive de f sur R. "3 IO cos® 0

el 4cose+5|n9
@ La dérivée de la forme différentielle = F (x) dy est définie par do= f(x) dxAdy. .—> J. B do
Conséquence : J‘J' ) dx dy = I F(x) dy N sino = 4o
o == x —— do+ —
3l Je cos 0 o COsO

@ La dérivée de la forme différentielle @ =~ F(y) dx est définie par do= f (y) dxAdy. —
U \A

Conséquence : J‘I f(y)dxdy= —I F(y) dx.
D ob :

U'=cos6 V=

2cos’ 0
Application avec F (x)=1. 2[[ sine 15 1[+ do
3 [200329}0 7_"0 cos 0

2% idée 8

In(~/2 +1
Soit f une fonction continue de R dans R. = g +(3)

@ La dérivée de la forme différentielle ® =— yf (x) dx est définie par do= f (x) dxAdy. 31c _ (241

Conséquence : J‘J‘ dx dy = I yf dx

[5] || f=In2
@ La dérivée de la forme différentielle = xf (y) dy est définie par do= f (y) dxdy. J‘J‘D

oAy
Conséquence : J‘J‘ f(y) dxdy =I xf (y) dy oy x2+1
D

ob

Ici o= xe*’ dy, on a alors do=e" dx dy. A=——



2
J.J‘ zy dx dy = —EJ‘ zy dx
oap X +1 2 x"+1

1% cas :
[0;7] [-1:1]
avec y,;: t > (cost;sint) 7,0t —(t;0) 1 @ y
=J. J. 5 dy | dx
oldo X +1
T
=—-1 J. =0 1 4
J.H 2 72 =I 21 X dx
o X412
Détail du calcul de I’intégrale curviligne sur v, : 10" ¥ d
== X
2), x¥*+1
Toain?2
=1 S (Csint) dt 1t (¥ -1)+1
2), 1+cos°t == —— X
1 "1-cos’t T X
=—= — x(—sint) dt Pt (X +1)( 2 -1)+1
2.[0 1+cos’t ( ) L (x* +1)(<*-1) dx
" 2J), X2 +1
1 2 . 1
== —————1|xsint dt 1( 1
2J, \Ll+cos’t == x* -1+ dx
t o 2J), x*+1
:EJ‘ 23|nt2 dt+1[ cost | _n 1
2), 1+cos°t 2.~ “8 3
-2
u=cost = du=-sint dt 2°cas :
jor 1
107 2 4 2
=-= > du-1 On utilise toujours la méthode de Fubini.
2J, 1+u
Ly y
- U4 Variante possible : J.J. —— dxdy
1u? 5 1+2x
=[ Arctanu ]1,1—1 1
ol [ r-1
Il
4 4
_T
2
On considére des rectangles R, R,, ..., R,.
jj f=1 IIs ont tous un coté entier P+, P2 Pn
D
G O Oy

Par une homothétie de rapport PPCM (ql, Oy, vy O, ) on se ramene a des rectangles qui ont tous un coté entier.

J‘J‘ ei2n(x+y) dx dy :J.J. ei2n(x+y) dx dy+J‘J‘ ei2n(x+y) dx dy++J‘J‘ ei2n(x+y) dx dy =0
R Ry’ Ry’ Rp'

Inégalité de Tchébytcheff



”D f(x) d dy=J‘12\/1—7f (%) dx

1 1 1 2 1
J‘J. f(x+y) dx dy=J‘ U‘ f(x+y) dy] dx=J‘ (F(x+1)-F(x)) dx=J‘ F(t) dt—J‘ F(t) dt
D 0 0 1 0
i dx dy . s
L’intégrale J‘J‘ ———— est proposée dans le cours de I’ESILV et vaut 3In3—4In2.
o l+x+y

On sépare D en deux triangles D, et D, : D, triangle x>y et D, triangle x<y.

0

On applique la relation de Chasles pour les intégrales doubles.

JIDf(maX(X|Y)) dx dy=”qf(y) dx dy+IIDZ f(x) dx dy=2.[01f(t) dt

J‘J‘ cos(x+y) dx dy
D

Le résultat reste valable pour J‘J‘ cos(x—y) dx dy, J‘J‘ sin(x—y) dx dy ...
D D

Et également, si on prend un pavé...

On sépare le « carré » D en deux triangles D, et D, : D, triangle x>y et D, triangle x<y.

”D‘ F )= f(y) ] dx dy=”q[f(X)—f(y)] dx dy+”Dz[f(y)-f(x)] dx dy

..:U‘: f(x) dy] dx—J‘:U‘: f(y) dy] dx

o0

L

] xf (x) dx—J (F(x)-F(0)) dx

o1

xf (x) dx—J F(x) dx+F(0)

..:U‘: f(y) dy] dx—J‘:U‘: f(x) dyJ dx

1

(F(1)-F(x)) dx—.[ (1-x) f(x) dx

0

o1

v 0

F(l)—J‘O1 F(X) dx—J‘:(l—x) f(x) dx

W—J‘:F(x) dx-;(fj+F(0)+fo(x) dx

_ F(0)+.[:Xf (x) dX—J‘l F(x) dx

0

”J f(x)-f(y)|dx dy:fole(x) dx—Jt F(x) dx+F(0)+F(O)+lef(x) dx—j: F(x) dx

:zj:xf(x) dx—Zj: F(x) dx+2F (0)

1

On en déduit que JJ ‘ f(x)-f(y) \ dx dy=2F(0)+2F(1)—4J F(t) dt.

0
Application : On trouve 2e+2 —4[e*}2 =2e+2 —4(e —1)=6—2e (résultat vérifié avec le logiciel dcode).

Cette inégalité est & relier avec I’inégalité de Griiss.

J‘J‘ lengxlng
o XYy a

Le résultat est bien strictement positif.
J.J. (x+y)" dxdy
D
Variantes possibles : J.J. (2x+y)2 dx dy ; J.J. (x—y)2 dx dy ; J.J. (2x—y)2 dx dy
D D D

J.J. (x+y+1)* dx dy avec D =[0;1]
D

Variantes possibles : J.J. (x—y+1)2 dx dy ; J.J. (2x+ y—l)2 dx dy
D D

% (noté le 31-010-2020 sous toute réserve)

In 22_1 (noté le 31-010-2020 sous toute réserve)

1 1 1 oH 1 1 d
II x” dxdy:j j X’ dx dy=j { } dy :j Y _in2
D o\do oLY+1], o Y+1




Variante possible : D =[0;1]x[a;b] ot a et b sont des réels tels que —1<a<b

y

1°) ‘U e’ dx dy = I [J e; dx] dy = [ ye;} dy='[ly(e—1) dy=(e—1)'[ly dy=eT_1

0

H [ J dx dy = J‘:U:u[ﬂ de dy = Ll[yu [;H: dy = j: y(U(1)-U(0)) dy =U:u(t) dtJl—zaz
Autre idée : J‘J‘Dﬁ dx dy
0Q oP

36/0n CherChe P et Q te“es que ———=XY.
ax 5 y
2

On peut prendre pour P la fonction nulle et pour Q la fonction définie par Q(x, y) =%x y.

1% maniére :

2

1 1-x 1 wst VR
J‘J‘ X* dx dy=I I y* dx dy=I X><|:y } dy=...
D oldo 0 a+lj,

Variante possible : prendre D :{(x;y)eR2/x>O 1y >0:0< X3 +y3g RZ}

Ona A=B et A+B=airedeD.

. 2
On en déduit que A=B = alre;e D = (b—2a) .

X+y 1 M y .
B e (K "VIU "YJ o] infee) (e +3)] o

Variantes possibles :

ex+y

————— dx dy ou a est un réel strictement positif
pe +e’+a

ex+y .
JJ ————— dx dy ou I et J sont deux segments
Lo e rel +a

a b y
L(M: e dxx 267 dy:(1—e’a)x[Arctan(eb)—E}
o€ +e* 0 o €7 +1 4

On partage D grace a la droite d’équation x =y en deux triangles T (triangle inférieur) et T' (triangle

supérieur).
1]

mlnxy
J‘J‘ max(x;y) dXdy ‘[
JJ —— dx dy+'[ — dx dy

Variante :
min(x; y
max X; y +1

IID f(x-y) dxdy ..:U‘: f(x-y) de dy

: ()dx—j:F(x 1) d
::: ( )dx—ij(x) dx

le(x) dx:[xF(x)};—jle (x) dx = F(l)—j xf (x) dx  (intégration par parties : u'(x)=1,

En utilisant un changement de variable (x;y) — (y; x), on démontre que
J.J. f(|x-yl)dxdy= ZJ‘J‘ f(] x—y [) dx dy ol T est le domaine triangulaire défini par 0< x<1 et
D T

0<y<X.

JI oo [ ][ stuesro o [ Tt oo - pio)

[45) 2

15
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Exercices supplémentaires

()]
w

dx dy J‘J‘ dx dy i3 . S e C géfini N .
(1+ X 1+ y 01] 1+ 2 1+ y ) 32 1°) Calculer I'aire d’une arche de la cycloide U définie par le systéme d’équations paramétriques
{x(t) =a(t-sint)

1 y(t)=a(1-cost)
ye ¥ dx dy==
« e 2°) Calculer la longueur d’une arche de cycloide.
3°) Calculer le volume du solide engendré par la rotation de C de Iaxe des abscisses.

(a>0) dans le plan muni d’un repére orthonormé.

[62]
2

55 ey [cos(e*)cos(ey)—sin(e )sin (e )} dx dy Résultats :

v D

1°) A =3ra? ;2°) L=8a ;3° V'=5r%a’
=(sin(e")—sin(e*))(sin(e®)—sin(e®))+(cos(e®)—cos(e*))(cos(e®)-cos(e°
( ( ) ( ))( ( ) ( )) ( ( ) ( ))( ( ) ( )) Démontrer que la fonction f : x — e est intégrable sur 1 =R, et calculer son intégrale.

exercice [55 | noté le 25-4-2022 Indication : Calculer I'intégrale double de f sur D ={(x;y)eR*/x>0,y>0,%" +y* <a’} et
D'= {(x 7 Y)eR*/x20,y>0,x’+y* < 2a2} puis considérer I’intégrale double de f sur D"=[0;a]x[0;a].



