Exercices de trigonométrie

Soita, b, c trois réels quelconques tels qaeb+c=mx.

, . . . a b [
Démontrer quesina+ sinb+ sinc= 4cosé cog cezs.

Soita, b, c trois réels quelconques différentsge kn , pour tout entier relati.

1°) On suppose qua+b+c est différent de;£ +kn, pour tout entier relati.
Exprimer tan(a+b+c) en fonction de tag, tanb, tanc.

2°) Démontrer que tana+ tarb+ tarc= tam tam tar si et seulementsa+b+c=0 [n].

Résoudre dans l'ntervalle- n; n] I'équationsinx+ sin 2+ sinX= (.

E Résoudre dans I’interval%—g ; g} l'inéquationsin 2x > sinx.

Résoudre dar I'équationsin = cos &.

[6] 1°) Soita un réel fixé.
Discuter la résolution de I'équation sir  cosa (E) suivant les valeurs de
2°) Résoudre I'équation (E) poar=1.

Soita, b, c trois réels quelconques.

. , . . . . .a+b b+c c+a
1°) Démontrer que I'on asina+ sinb+ sirc— sifa+ b+c)= 4S|FT si— sih—.
En déduire que sh+b+c=m, alors :

. . . a b [
e sina+ sinb+ sinc= 400% cog cezs;

e sin2a+ sind+ sin2= 4sia sin s

2°) Démontrer que 'on acosa+ cod+ cos+ cq@+b+c)= 4ce2% ces—  €es-.

En déduire que shi+b+c=m, alors :

e cosa+ cob+ cos= 1 4si% sPn s?r;
2 2 2
e cosA+ cosB+ cos2=- 4cas dmws ces.

Soitx, y, z trois réels
) X Ytz ZHX . .
Demontrerqueﬁlsm%y smy% sm%: sik+ sily+ sia— s{x+y+2).

Z+ X

En déduire quainx+ siny+ sinz= 4sinX;—y siFY;—Z erT & X+y+z=kn aveckeZ.

Résoudre danR I'équation~/cosx ++/ sinx = ..

Indication : on pourra étudier la fonctidn x +— +/cosx ++/ sinx.

[9] Soitp etq deux réels tels queosp+ cog = (.
sinp+ sing

Simplifier I'expressionA = .
cosp+ cogj

En déduiretanﬂ.
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Soitx ety deux réels quelconques.
Démontrer que I'on asin’(x+y) = si’x+ sify+ 2 six siy cqs+y).

Questions préliminaires :
1°) Rappeler la formule donnatﬂn(a+ b) olia eth sont deux réels tels qaeb, a+b soientdifférents de

g+ kn , pour tout entier relati.

o N . I 1 kn n krn .
2°) Rappeler la formule donnant taa @i a est un réel différent d<2:1~+7 et de5+7, pour tout entier
relatif k.

Applications :

1°) Calculertan .
12

2°) Calculertan%f. On pourra observer QL(Q/6+\/§)2 = 4( 2+\/—3).

Résoudre darR I'équation1+ 3sinx <+ 3- 4co8x .

n
CalculerZ(— 1)" sin(k®) oun est un entier naturel @tun réel fixé.
k=0

Soita, b, A, B quatre réels.
On considére la fonctiohdéfinie par f (x) =1-a cosx—b sirk- Acos®- B sinx.

1°) Démontrer que fvxe R f(x)>0) = (a2+b2< 2 et A+ B< :I)
On pourra considéref (x)+ f (x+n) et f (x)+ f (x+gj.
2°) Etudier la réciproque.

Soita, b, c trois réels quelconques.
Linéariser les expressioms=cosa cod sit et B=cos a sirb sirc.



Pour tout entier naturelet tout réek, on poseP, (x) = | | sin(?x).

k=0
1°) Démontrer, aprés avoir exprinf(x) en fonction de cos, que pour tout réed, on a\ R(x) K
33
=
3°) a) Démontrer qu§F71+1(x):|2 =sin’xsin X P_,( &) P, ( X).

4
et

2°) Démontrer que pour tout réelon a :| sin® xx sin | <

Ne

n
b) Démontrer que pour tout entier natureit tout réek, on a :| B, (x) | g[zj )

Résoudre darig les équations cosxx cosX= (1) et cosxx sinX= 1 (2).
Déterminer le réed tel que pour tout réefon ait : sin( 3x) = a sinxx sir{x+%]x sirEx+2—;j.

Etant donné un rée| déterminer le maximum et le minimum de la fonefiox — sinx+ sin(a —x).

Démontrer que pour tout triplet (y, z) de réels on a :
cosxx siny-z)+ coyx sifiz—x)+ casx s{x-y)=
En déduire que pour tout tripléx, y,z) de réels ona:
sinxx sin(y-z)+ sinyx sifz—-x)+ sizx sifx-y)=

Résoudre darR les équationscos x= sirf X et 4sin’ X+ cosX+ CO%=

[22] Calculertan®x tan2x tan3< x tan8.

Résoudre darig I'équation cosx++/3sim=+/Z.

Résoudre dari I’équation(\/§+1) cos<+(J—3— ) sik++ 3 %

Résoudre darg I'équationsin( sinx) = %

Démontrer que pour tout tripléa; b; c) de réels on a:

cos(a+b) coga-b)+ cofb+c) cqb-c)+ cfs+a) des-a)= caes2 dps2 .
1°) Résoudre dar puis dand— = ; 7] I'équationsin 4x = sinx.

2°) Vérifier que pour tout réad on asin 4x— sinx= si( 2cos+ J{ 4céx- 2cms ).

3°) En déduire la valeur den% puis decos%n.



Réponses

s us T

4| S= —— = 0'7
dor] 3shes

T n  2Kn
5|-=+2kn ; —+——
2" 10" s
[6]2°) S:{an,keZ}U{g+2kn,keZ}
2°) cosa+ codb+ cos+ cq|+b+c)= 26&? c%;%bwt 29a§Lb+c] %%sb

2
a+b a-b a+b
cosa+ cob+ cos+ cqa+b+c)= 2ces— | cos—+ o8, +C
+

cosa+ cob+ cos+ cq|m+b+c)= 4c92% cos= o5

S:{an,keZ}U{g+ & ',k 'EZ}

La racine carrée d’'un nombre compris entre 0 &t S@périeure ou égale a son carré.
-1) tan——Z—x/_S 2)tan— J6-3: 2 2

Autre méthode (meilleure) :

On écrit = = et on utilise la formulﬁang J2-1.

T T
6 8

1°) Penser a la transformation deosx+b sirx (cet exercice nécessite d’avoir vu cette transéion

en cours)
2°) Réciproque faussef:(x) = 1-+/2 cosx— cosg

A= %[sin(a+ b+c)+sin(c-a-b)+ sinc+a-b)+ si(c+b-a)]

B=%[sin(b—c)+ sin(b+c)]+é[sir(b—c— 2)+ sifb—c+ a)]%[ sib+c— @+ sip+c+ @]

ﬂ(x):Hsin(jx)

1°) B(x)=sinxx sinx= 2sifxx cogx= (2—1 céx)x

Le plus simple est d'étudier les variations deofactionf : x— x—x* sur l'intervalle[-1;1].

On fait une étude de fonction (en calculant lavd¥).

3\/5

2°) Démontrer quérxe R ‘ sin? xx sin ‘ <—

ces: (2 oos ‘oof

On consideére la fonctiom: X — sin? xx sin X= 2cox Sifx.

La fonction est impaire et périodique de périade

On peut donc limiter I'étude dga l'intervalle [O g} .

vxeR g'(x)=2sirn’ x(3codx- sifx)
=2sir’ x(4cos x- )
=2sir’ x( 2coxx— J( 2osx+ ]

g' s'annule en 0 et e%

9(0)=0; g( j sngxsin—s:fxizi;g(

39)

a) Démontrer qué/x e R [|3n+1(x)]2 =sin’ xsinxP_,( &)P,( X).

n+1

Pn(ZX):HSin(ZX &):H sir( 2*1x):H sif 2x)

k=0 k=0 k=1
n-1 n+1l
P, (4x)= | | sin( Z*Zx): | I Sir( 2x)
k=0 k=2

n+l

sin? xsinx P, ( &)P,( X)= sifixx sin2x sing

=2
n+l

= & %in(le Isinz(
k=2

= [Pn+1 ( X)]z

siif *)

Zx)



Ne

b) Démontrer que pour tout entier naturet tout réek, on a :‘ P, (x) ‘ < [

2

On effectue une récurrence double.

Pourne N, on définit la phras@(n) : « Vxe R | Pn(x)g[\f]
On démontre qu&(0) est vraie.
P, (x)=sinx
On démontre quée(1) est vraie.
R . 4
D’aprés la question 1°), on a P (X) |[<—=
pres la g ) on 4R (x)|<57=
48 B B3 9 8
3/3 6/3 2) 2 2/3 6/3 &/3
,\/§ 1
| a(x)<[2
On suppose que(n) et Q(n-1) sont vraies.
On démontre qu@(n+l) est vraie.
) 3\/5 \/—3 n-1 \/—3 n \/—3 3 \/—3 n-1 \/—3n \/—3 n+2
I:Pml(x):lgixi A1 3515 X5 7>
8 2 2 2 2 2 2

Donc

Pa(¥)] S[\f}l

On utilise le lemme suivant :

Soitx ety deux réels tels quex | <1 et | y|<1.

Xy=1= x=y=loux=y=-1
%z{an,keZ} S =0

On transforme le membre de droite en somme.

On poseA=sinxx sin(x-r%jx sir(x-r%j.

A:%sinxx(co{—gj— co$ 2+n)]

:lex(sinx+ sin( &)+ sif-x))
:%sin( X)

Onadonca=4.

On transforme la somme en produit.
Le maximum de la fonctiohest égal %ZSin% ‘ .
Le minimum de la fonctiohet égal a—‘ Zsing ‘

A=tanl°x tan2x tan3x .x tan8!

On calculeA?. On associe les termes deux par deux.
On trouveA =1.

Démontrer que pour tout tripl¢a; b,c) de réelsona:

cos(a+b) coga-b)+ cofb+c) cqdb-c)+ cfs+a) dms-a)= caesR dos2

On utilise les formules de transformations de pitsden sommes.

Simplifier de mémesin(a+ b) sin(a—b)+ sir(b+c) sifb-c)+ sific+a) sifc-a).

On poseB = sin(a+b) sin(a—b) + sir(b+c) sifb-c)+ sific+a) sifc-a).

cos(x—y)— cogx+Y)

sinxsiny = >

2B=cosd- cosd+ cos2 cob2 c@2 co

B=0

Ct.



QUESTIONS DE COURS

Transformation de la somn@cosx-+ b sinx en produit & etb étant deux réels qui ne sont pas tous les deux
nuls).

Formules de transformations de sommes et de elifééren produits.



