Exercices sur les espaces euclidiens (2)

Soit E un espace euclidien de dimension 2.
Déterminer les endomorphismes de E qui commutent avec tous les automorphismes orthogonaux de E.

Indication : on pourra raisonner sur les matrices.

Décomposition d’lwasawa

Soit AeGL, (R). On se propose de démontrer qu’il existe un unique couple de matrices (O, T), O
orthogonale et T triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont positifs, telles que A=0T .

1°) Existence

Onpose E =R", muni de sa structure canonique d’espace euclidien et I’'on note B =(e,, e,, ... €,) sa base

canonique. On note B' la base de E telle que la matrice de passage de B & B' soit Aet B" la base obtenue en
orthonormalisant B' selon le procédé de Schmidt.

Utiliser les matrices de passage pour démontrer I’existence du couple (O, T).
2°) Unicité

Soit (O, T,) et (O,,T,) deux couples satisfaisant au probléme.
Démontrer que T =T,T,”* est une matrice triangulaire et orthogonale. Conclure.

1
1°) On pose X = 1 eM,,(R). Calculer ‘X AX pour A=(a ;)eM,(R).
1
2°) Déterminer  sup Zai'j .
(ai.1)€0n (R) =

E Soit a un vecteur quelconque fixé dans un espace vectoriel euclidien orienté E de dimension 3.
Démontrer que I’application u de E dans lui-méme définie pour tout vecteur x de E par u(x) =X+aAXx estun

automorphisme de E ; déterminer u*(x).

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 et a un vecteur fixé non nul de E.
On considére I"application T de E dans lui-méme définie pour tout vecteur x de E par T(x)=aA(asx).

1°) Démontrer que T est un endomorphisme de E.
2°) Déterminer Ker Tet Im T.

3°) Résoudre I"équation T(x)=b ot b est un vecteur donné de E.
4°) Démontrer que pour tout réel &, I’ensemble E, = {x eE/T(x)= x} est un sous-espace vectoriel de E ;
préciser E, suivant les valeurs de A.

@ Dans un espace euclidien orienté de dimension 3, on donne deux bases orthonormées directes (i, j, k) et
(i k).
Démontrer que la famille (i—i", j— j', k—k') est liée.
Soit A=(a, ;),.;-, unematrice de O, (R).
1<i

<j<n

2
n

Calculer z za”

=1\ j=1

Soit E un espace euclidien.
Déterminer I’ensemble des endomorphismes f de L(E) tels que pour tout e O(E) f og=g o f.

Indication : démontrer que pour tout vecteur x non nul de E, le systéme (x, f (x)) est lié ; pour cela on pourra

considérer la symétrie orthogonale par rapport & Rx.

@ Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3. Soit G un sous-groupe de (SO(E), 0).

1°) Démontrer qu’il existe une rotation r dans G d’angle 0 tel que cos8 <0.
2°) Déterminer {x<E/x Lr(x)} (en utilisant une base).
3°) En déduire les sous-groupes distingués de SO(E).

On munit I’espace E =R® de son produit scalaire euclidien canonique.

Déterminer la nature de I’endomorphisme f de E dont la matrice dans la base canonique de E est :

8 1 -4
A=l 4 4 7
-1 -8 -4

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3.
Soit B =(e,. &, €,) une base directe de E.

Déterminer la matrice dans la base B de la rotation R telle que R(e )=-e¢, ettelle que I"ensemble des
vecteurs invariants soit la droite vectorielle engendrée par le vecteur e —e, +e,.

Soit a et b deux vecteurs quelconques d’un espace vectoriel E euclidien orienté de dimension 3.
Résoudre dans E I"équation aA(bAax)=(arb)ax.

Soit a et b deux vecteurs quelconques d’un espace vectoriel E euclidien orienté de dimension 3.
Résoudre dans E I'équation aa(bAx)=bAa(anrx).

a b b
Pour quelles valeurs des réels aetb lamatrice A=/ b a b | appartienta O,(R) ?
b b a

Dans chaque cas, déterminer la nature de I’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est A.



On munit I’espace E =R® de son produit scalaire euclidien canonique.

Déterminer la nature de I’endomorphisme f de E dont la matrice dans la base canonique de E est :

3 1 6
A:% 1 3 /6|
-6 6 2

On munit I’espace E =R® de son produit scalaire euclidien canonique.

Déterminer la nature de I’endomorphisme f de E dont la matrice dans la base canonique de E est :

-2 2 1
A== 2 1 2
1 2 -2

On munit I’espace E =R® de son produit scalaire euclidien canonique.

Déterminer la nature de I’endomorphisme f de E dont la matrice dans la base canonique de E est :

2 1 2

A=1 -2 2 1
3

1 2 -2

On munit I’espace E =R® de son produit scalaire euclidien canonique.

Déterminer la nature et préciser les éléments caractéristiques de I’endomorphisme f de E dont la matrice dans la

. -7 4 -4
base canoniquede Eest A==| 4 -1 -8|.
-4 -8 -1

Déterminer la nature et préciser les éléments caractéristiques de I’endomorphisme f de R® muni de sa

7 4 4
- . . . 1
structure euclidienne canonique dont la matrice dans la base canonique est A= 3 1 -8
4 -8 1

Soit f I’endomorphisme de R* muni de sa structure euclidienne canonigue dont la matrice dans la base

5 -4 -2
canonique est A=1 -4 5 -2
-2 -2 8

Calculer A? ; en déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.

On se place dans I’espace vectoriel E =R® muni de sa structure euclidienne canonique.
Onpose P={(x,y,z)eE/4x—-4y+72=0} et P'={(x,y,2)eE/4x-y+2=0}.
Déterminer la nature de f =S..0'S, et donner ses éléments caractéristiques.

On se place dans I’espace vectoriel E =R® muni de sa structure euclidienne canonique.
Onpose P={(xy,2)€E/x+2y+32=0} et P'={(x,y,z) e E/5x—y—-2=0}.
Déterminer la nature de f =S..0'S, et donner ses éléments caractéristiques.

On se place dans I’espace vectoriel E =R® muni de sa structure euclidienne canonique.
Déterminer la matrice dans la base canonique de E de I’affinité vectorielle orthogonale dont la base est le plan
P={(xy,2)eE/2x+y—2=0} etde rapport —3.

Dans R* muni de sa structure euclidienne canonique, on pose u=(1,-1,3).
Déterminer la matrice dans la base canonique de R*de la symétrie orthogonale par rapport a la droite Ru.

1°) Soit E = R" muni de son produit scalaire euclidien canonique. On note (e, e,,..., &,) la base canonique
de E et pour toute permutation o appartenant au groupe symétrique S, on note f_ I’endomorphisme de E tel
que Vie{l, .., n} fc(ei)=ec(i).

Démontrer que f_ est un automorphisme de E et calculer son déterminant.

2°) Dans cette question, on prend n = 3. Pour tout élément  de S, déterminer la nature de f_.

[26| Pour toute matrice A=(a, ;) de O, (RR), on pose S(A)=ZZaivj .
=1 j-1

Calculer les extremums de S sur O, (R) ol ces extremums sont atteints.

Indication :
En notant encore A I’automorphisme orthogonal de R" muni de sa structure euclidienne canonique vérifier que
S(A)=(AU |U) avec U =(1,..,,1).



[6]

Réponses

Démontrons que la famille (i—i', j— j', k—k")est liée.
Pour cela, démontrons que D =det(i—i", j— j', k—k') est nul.
a b 0 1) [b=c S . . - .
; Par multilinéarité du déterminant, on peut développer D de la maniére suivante:
c d 1 0) |a=d
(0 —1J be—c D =det(i, j— ' k—k)—det(i’, j— ' k—k)
10 =det(i, j k—k')—det(i, j', k —k")—det (i, j,k —k")+det(i", j' k—k")
On obtient : b=c =0. Les endomorphismes cherchés ont pour matrices Al . =det(i, j, k)—det(i, j, k')-det(i, j', k)+det(i, j', k') —det(i", j, k) +det(i", j, k')+det(i", j' k)-det(i", j' k)
Or det(i, j, k) =det(i', j" k") =1 car ce sont les déterminants de bases orthonormées directes.
1°) On utilise : la permutation circulaire par laquelle le déterminant est invariant.
- La définition du déterminant : det (i, j, k)= (i jlk).
AX =ch (A)
i=t ) D=1-(k[k)=(jl i)+ )= 1) +(i'1i)+(k'1k)-1
IXAX = Z ‘XCJ. (A) Les termes s_ an_nu_lent_'deux a 'deux dgnc on a bien D=0.
l Lafamille (i—i', j—j' k—k") est lice.
j=1
'XC. t | 016 t | | (A
XC, (A) estla somme des éléments de la colonne C, (A) On munit I’espace E =IR* de son produit scalaire euclidien canonique.
. 22 Déterminer la nature de I’endomorphisme f de E dont la matrice dans la base canonique de E est :
XAX = a
i,
e 8 1 -4
1
E A== 4 -4 7
-1 -8 -4
y=a+anXx
o A est orthogonale (famille des vecteurs colonnes orthonormée)
2
(v =[] e La matrice n’est étri
pas symeétrique.
(vla)=(xla)

e On forme B =E(A—t A).
2

any=anx+an(anx)

=an+(a|x)a—HaH2x 11 0 -3 -3 . -15
2 B=Zx>/3 0 15 |=Matg, avec x=—| -3 |.
=—x+(a|x)a—|a| x 3 -15 0 18 3
~(-1-Jaf )+ (aly)a
p u
_(any)-y-(aly)a Car X=|q|,Y=|v
-1 af r w

1
X=——— +(a a—a
Tlaf (y+(aly)a-any)



p u qw—rv 0 -r ¢ S=n
Mat o, (y)=| a |AlV [=|rv=pwi=| r 0 —pjv 5 -4 -2
r w pv—qu -g p 0 )\w 1
20]A=2|-4 5 -2
:
6 L 4 15 -2 -2 8
CalculonsAX:% 4 -4 7 X% -3 Ker f =Vect(2,2,1
e 5 er f =Vect(2,2,1)
Equation de I'image
-135 -15 ! ’
AX =l =27 :% 3 |=x
27 3

= Aest la matrice d’une rotation
= trA=2cosa+1 avec a angle de f dans E orienté selon la base canonique

trA=0 = 2cosa+1=0 etsina>0

1
cosa=——

S= Z Z(aivjaivj.) Zaivjaiv =5, . car lamatrice A est orthogonale.

Seuls, les j= j' contribuent c’est-a-dire n couples.



Questions de cours

Forme des matrices de O, (R).
Automorphismes orthogonaux (« conservation » de la norme et du produit scalaire).
0, (R) (définition d’une matrice orthogonale, structure de groupe).

E Symétrie orthogonale. Définition, écriture matricielle dans une base adaptée.
Orientation d’un espace vectoriel euclidien ; définition du produit mixte (forme volume).
@ Rotation-miroir : définition, illustration, écriture mathématique, matrice dans une base adaptée.

Soit E un espace euclidien. Démontrer que I’ensemble O(E) muni de la loi de composition des applications
est un groupe.

Démontrer que, pour un endomorphisme d’un espace euclidien, la conservation du produit scalaire est
équivalente a la conservation de la norme.

[9] Description des éléments de SO3(R).

Automorphismes orthogonaux (définition et caractérisation matricielle).

Caractérisation d’un automorphisme orthogonal par la conservation des bases orthonormées (I’'image d’une
base orthonormée est une base orthonormée).

Définition des automorphismes orthogonaux directs et indirects.



