TS3 | Devoir pour le lundi 22 mars 2010 |

L’objectif des trois premiers exercices est d’utiliser le tableur pour effectuer des calculs de probabilités

1. Un QCM comporte n questions et, pour chaque question, p réponses sont proposées dont une seule est exacte.

Un éleve répond au hasard a ce QCM et on note X la variable aléatoire égale au nombre de ses réponses
correctes.

1°) Etude de la variable aléatoire X
a) Démontrer que X suit une loi binomiale dont on déterminera les parametres.

b) Construire & I’aide du tableur une feuille de calcul automatisé sur le modéle ci-dessous permettant d”obtenir
la loi de probabilité de X.

A B C D
. Nombre de réponses
1 Nombre de questions 10 proposées 3
2 X P(X = X)
3 0
4 1

e On compléte la colonne A & partir de la cellule A3 grace & une formule de calcul.
o La cellule B1 contient le nombre de questions n.
e La cellule D1 contient le nombre proposées p.

o On utilise la fonction LOL.BINOMIALE du tableur.
Dans le cas de la loi binomiale B(n ; p),
o P(X=x) secalcule avec la formule : £ LOLBINOMIALE(x ; n ; p ; FAUX)

e P(X <x) se calcule avec la formule : [= LOL.BINOMIALE(x ; n ; p ; VRAI)|.

’

Ainsi dans la cellule B3, on saisit la formule : = LOL.BINOMIALE(A3 ; $B$B1 ; 1/D1 ; FAUX)].

On recopie ensuite cette formule vers le bas dans la colonne B & partir de la cellule B3.

c) Représenter graphiquement, dans le cas ol n =10 et p =3, les résultats obtenus par un diagramme en
batons.

d) Calculer avec les données de la feuille, une valeur approchée de la probabilité que I’éléve ait au moins la
moitié de ses réponses justes.

2°) La fiabilité des QCM

a) Reproduire et compléter le tableau ci-dessous :

I1. Une entreprise fabrique une grande quantité de micro-processeurs d’un type déterminé. La probabilité qu’un
micro-processeur soit défectueux est de 0,05. Ces micro-processeurs sont vendus par lots de 50 piéces ? On
appelle X le nombre de micro-processeurs défectueux trouvés dans un lot déterminé.

1°) Justifier pourquoi X suit la loi binomiale B (50 ; 0,05).

2°) Dans un tableur Excel, on souhaite faire apparaitre les valeurs de P(X =k) etde P(X <k) pour k entier de
04a15.

Réaliser une feuille de calcul sur le modéle ci-dessous.

A B C D
1 Kk
P(X=k)
3 | P(X<=Kk)

Dans la cellule B2, saisir la formule : = LOI.BINOMIALE(B1 ; 50 ; 0,05 ; FAUX)].

Dans la cellule B3, saisir la formule : = LOI.LBINOMIALE(BI ; 50 ; 0,05 ; VRAID) .

En recopiant par glisser/copier jusqu’a la colonne contenant k =15, compléter le tableau.

3°) Quelle est la probabilité d’avoir exactement trois pieces défectueuses dans un lot de cinquante ?
Donner une valeur approchée a I’aide du tableau précédent.

4°) Utiliser le tableau de la question 2°) pour donner un la valeur minimale de k pour laquelle
P(X<k)>0,999.

I11. Lors du lancer d’un dé bien équilibré, on note A I’événement « obtenir un 5 ou un 6 ».

On lance ce dé trente fois et on appelle note X la variable aléatoire qui donne le nombre de succes de
I’événement A au cours des trente lancers.

1°) Quelle est la loi de probabilité de X ?

2°) Utiliser un tableur pour obtenir les valeurs de P(X =k) etde P(X <k) pour k entier de 0 & 30.

3°) Utiliser le tableau obtenu pour trouver pour quelle valeur de k la probabilité P(X = k) est maximale.

Nombre de questions 6 6 10 10 20 20 50 50

Nombre de réponses possibles

Probabilité d’avoir la moitié
des réponses justes

b) Un QCM est-il un outil fiable de vérification des connaissances ? On argumentera la réponse.

1V. Quadrature d’une cubigue

La courbe ci-dessous est la représentation graphique C de la fonction f définie sur I’intervalle [0 ; 1] par

f(x)=x* dans le plan muni d’un repére orthonormé (O,T, ]) On se propose de calculer I’aire A du domaine
situé sous la courbe en utilisant des suites (méthode de Pascal ou méthode des rectangles).
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Pour cela, on partage I’intervalle [0 ; 1] en n intervalles de méme longueur 1 (n=1).
n

On détermine alors n rectangles intérieurs au domaine (u, est la somme de leurs aires) et n rectangles extérieurs
(v, est la somme de leurs aires).

Onadonc u, <A <v, pour tout entier naturel n non nul.

1°) a) On considere un rectangle gris (0 <k <n-1).
Calculer son aire.
1

b) En deéduire que u, = [03 +1P+ ...+(n—1)3]

k k+1

2°) a) On considére un rectangle incolore
(0<k<n-1). Calculer son aire.

o 1 k+1) F—---
b) En déduire que v, =F[13+...+(n—1)3+n3] (TJ

3°) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a Z pP=——

4°) En déduire un encadrement de A.
Calculer A.

Retrouver la valeur de A a Iaide d’une intégrale.
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1V. Quadrature d’une cubigue

1°)
3 3 3
a) Aire du rectangle gris = (E_KJX(KJ = EXI% = I%
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b)

u, =somme des aires des rectangles gris
0P (n-1y’
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u, =n—14[03 +2%+ ...+(n—1)3}

° k+1 k+1
2°) a) Aire du rectangle incolore = (%—Kjx(gj =%><( +1) =u

n n n n
b)
v, =somme des aires des rectangles incolore
3
IS (n+1)
Vo =T bt
n n

v, =%[13 +.t(n-1) +n3}

3°) Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a Z p®=

p=0
(n +1
Pour ne N, on définit la phrase P(n) : « E p? _7

Initialisation :
Vérifions que P (0)est vraie.

D’une part,ona: p’=0°=0
0’ ><(0 +1)2

D’autre part, on a : 2

=0

Donc P(0)est vraie.

n*(n +1)2

Hérédité :

k?(k +1)2 .

Considérons un entier naturel k tel que la phrase P (k) soit vraie c’est-a-dire Z p’= 2

S (kD) ( 2)
Démontrons qu’alors la phrase P(k +1) est vraie c’est-a-dire Z p®= —

p=0
p=k+1

Zp _Zp + k+1

k? (k +1)

=+ +1)°
- (k +1)2[|;2+(k+1)}

2 k¥ +4k +4
4
2 (k+2)°
4

=(k+1)

=(k+1)

(k+1)" (k+2)’
-

Conclusion :
On a démontré que P(0) est vraie et que si P(k) est vraie pour un entier naturel k, alors P (k +1)est vraie.

Donc, d’aprés le théoréme de récurrence, la phrase P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

4°) On a : somme des aires des rectangles gris < A < somme des aires des rectangles incolore

Donc:u, <A <V

p=n-1
1 d (n-1)"n* (n-1y’
s - - -
Ona:u, =F[03+13+...+(n—1) }: "24 =T
n-1)° n’ 11
Donc: limu, = o—=lim —=lim —=~
N>+ 4n N>+ 4n n—+0 4
p=n
3
1 - n?(n+1)” (n+1)
Ona: v, =F[03+13+...+nﬂ= ”;4 = (4n4 ) _( 4n2)
2
Donc : lim v, :(n+2) — lim - = lim 1.1

N>+ 4n n—>+x 4N n>+0 4 4



D’apres le théoréme des gendarmes, on peut dire que A = % u.a.

On peut retrouver ce résultat en utilisant les intégrales.

1 47t 4 4
On calcuIeI t dt = v =£_1=1
0 4 0 4 4 4



