Suites arithmetiques

ére ;
17"S Chapitre 37 Suites géometriques

I. Présentation du chapitre

1°) Principe
e Exemple 1:
+3 +3 +3
/\/-\/\
u, =1 u, u, U,

Suite arithmétique de raison r = 3.

e Exemple 2 :
x3 x3
u, =1 ﬁl | | | u,

Suite arithmétique de raison r = 3.

Suite géométrique de raison q= 3.

Le terme « raison » s’applique aussi bien aux suites arithmétiques qu’aux suites géométriques.

Les suites arithmétiques et les suites géométriques sont des suites particuliéres trés importantes.

2°) Difficultés du chapitre
Les formules savoir jongler avec les formules
(notamment les sommes)
Le calcul algébrique
Les notations

3°) Intérét des SA et des SG

Résolution de problémes concrets.
Exemples : intéréts bancaires (voir exercices).

I1. Tableau de formules

Suites arithmetiques

Suites géometriques

Relation de || Upg=U, +1 U, =U, xq
récurrence .
(u /u ) raison arithmétique (nombre fixé) raison géométrique (nombre fixé)
n+1 n
Relation u, =u,+(n-p)r u, =u xq""
entre deux
termes
guelconques o
d’indices n (en particulier pour p=0et p=1
etp Uy =Uy +nxr u, =u,xq"
u, =u,+(n-1)xr) u, =u,xq"*
Sommes de || Somme des Somme des
termes __ ynombre de termes
termes . 1 + dernier termes=1" termex 1-q
consécutifs +dernie 1-q

= (nombre de termes)x >

(q=1)

Sens de
variation
(monotonie)

r > 0 suite strictement croissante
r <0 suite strictement décroissante

r =0 suite constante

0<q<1 suite strictement décroissante
U, >0 <q>1 suite strictement croissante

g < 0 suite non monotone

0<q<1 suite strictement croissante
U, <0 4 >1 suite strictement décroissante

g < 0 suite non monotone

(contraire dans les deux premiers cas)

A Avant d’appliquer la moindre formule, il faut regarder si la suite est une arithmétique ou une suite

géométrique.




111. Définitions et conséguences immédiates

1°) Définitions

o Suite arithmétique : suite telle que chaque terme (sauf le premier) s’obtient en ajoutant au précédent un
nombre fixe r appelé la raison.

e Suite géométrique : suite telle que chaque terme (sauf le premier) s’obtient en multipliant le précédent par
un nombre fixe q appelé la raison.

N.B. : Le mot raison est employé dans les deux cas.

2°) Relation de récurrence

Suite arithmétique Suite géométrique
u suite arithmétique de raison r. u suite géométrique de raison q.
VneN wu, =u+r VneN u,, =u,xq
(Mode itératif ou récurrent)

3°) Exercices
u - - et - -
@ ( ) est la suite arithmétique de premier terme u, =—4 et de raison r = 3.
n/neN

Calculer les 5 premiers termes.

u
@ ( ) est la suite arithmétique de premier terme u, =3 et de raison q=2.
n/neN

Calculer les 5 premiers termes.

Réponses
O]
u, =—4

U =Uy+r=—4+3=-1
Uy, =U +r=-1+3=2
Ug=U,+r=2+3=5
U, =U;+r=5+3=8

@

Uy =3

U =Uyxq=3x2=6
U, =u,xq=6x2=12
Ug=U,x0=12x2=24
U, =Uyx(=24x2=48

4°) Propriété des différences et des quotients

Suite arithmétique

u suite arithmétique de raisonr.

vneN u,,-u=r

V. Expression des termes

1°) Formules (voir tableau)

2°) Démonstration

Suite géométrigue

u suite géométrique de 1* terme u, = 0 et de raison q=0.

u
VneN Ml
u q

n

Suite arithmétique

Suite géométrique

u suite arithmétique de premier terme u, et de
raison r.

VneN u,,=u +r

u suite géométrique de premier terme u, et de
raison q.

vneN u,,=u,xq

U =Uy+r Uy = Uy xq
Uy =U, +2r U, =Uy xq?
Ug = Uy +3r Us = Uy xq°
U, =U, +nr un=u0xq"
u,=U;+pxr u, =u,xq"
un—up:(n—p)xr un=(u0><q")xq""’
Retenir Retenir

u, =u,+(n-p)r (formule explicite généralisée)

_ n-p PNy e -z
U, =u,xq " (formule explicite généralisée)

3°) Exercices d’application

@ u est la suite arithmétique de premier terme u, =—1 et de raison r =3.

Exprimer le terme général en fonction de n.

vneN u, =u,+(n-0)xr
vneN u,=-1+nx3
vneN u,=-1+3n




@ u est la suite géométrique de premier terme u, =2 et de raison g =3.
Exprimer le terme général en fonction de n.

vneN u,=u,xq""’
vneN u,=2x3" (#6")

4°) Remarque sur les puissances
Regle :
Quand on éléve une fraction a une puissance, il faut mettre des parenthéses.

Exemple :

2 2"

— et non —
(3j (etron 2)
V. Sens de variation
1°) Régles

Voir tableau.

2°) Démonstration

2°cas: u, <0

e Si g>1,alors VneN u,,,—u, <0 donc u est strictement décroissante & partir de I’indice 0.

n+l

eSi 0<qg<1,alors vneN u,,, —u, >0 donc u est strictement croissante & partir de I’indice 0.

n+l

e Si <0, alors u est non monotone.

3°) Remarques
e Une suite arithmétique est toujours monotone.

e Une suite géométrique est monotone si et seulement si g >0.

V1. Origine de I’appellation

1°) Définition

a et b sont deux réels.

e Moyenne arithmétique de aetdeb: a+b

o Moyenne géométrique de aetde b : ab (lorsque a et b sont dans R*)

Suite arithmétique Suite géométrique
. . de 1* terme u, L de 1* terme u,
u suite arithmétique . . u suite geométrique . .
de raison r de raison q ¢ {0, 1}
VnEN u"+1_u":r VnEN un+1_un:u0><qn+l_u0an
Si r >0, alors u est strictement =Upxq" xq-Us Q"
croissante a partir de I’indice 0. =u,xq"(q-1)

Si r =0, alors u est constante.
Si r <0 ; alors u est strictement )
décroissante a partir de I’indice 0. e du signe de u,

e du signe de g"

Lesignede u,,,—u, dépend :

e du signe de q-1

1*cas: u,>0

eSig>1,alors vneN u,,,—u, >0 donc u est strictement croissante a partir de I’indice 0.

n+l

eSi 0<qg<1,alors VvneN u,,, —u, <0 donc u est strictement décroissante a partir de I’indice 0.

n+l
e Si <0, alors q" change de signe suivant la parité de n.
La suite u n’est donc pas monotone.

2°) Comparaison

aTH)_Ja_: a+b—22@
R0

2

Donc : aTer—x/EZO

D’ou : a;rb >+fab

3°) Régle

Enoncé

e Pour une suite arithmétique, chaque terme (sauf le 1*') est la moyenne arithmétique de ceux qui I’encadrent.

e Pour une suite géométrique dont tous les termes sont positifs ou nuls, chaque terme (sauf le 1% est la
moyenne géométrique de ceux qui I’encadrent.




Démonstration :

Suite arithmétique

Suite géométrique

oo xq  xq
T ™ e Y
i i i > i i i >
un—l un un+1 un—l un un+1
Uy =Up =T u = Upg
U, =U,, +r "q
un = un—l x q
2"‘In = un—l + un+1
u
unz :nTﬂxun—ixq
2
un = un+1 x un—l
D’OD u = un—l +un+l g
n 2 D’ou un = un+1><un—1
Exemple :

S.A. : u, : moyenne arithmétique de u, et de u,.
S.G. : u, : moyenne géométrique de u, etde u,.

4°) Constructions géométriques

\4

a+b a+b
2 2
D
Jab
A a B b C

V1. Sommes des termes consécutifs d’une suite arithmétigue ou d’une suite géométrigue

1°) Formules

Voir tableau

2°) Démonstrations

e Suite arithmétique

On considére p termes consécutifs d’une SA de raison r.

On note S la somme
a le 1* terme de cette somme
| le dernier terme de cette somme

But : calculer S (trouver une formule simple)

Astuce : écrire cette somme de deux manieres différentes

Avec a

Avec | S=l+(I-r)+(1-2r)+..+(1-(p-1r)

(« I’inverse »)

Dot 2S =(a+l)+(a+l)+(a+1)+..+(a+l)

p termes

2S :(a+|)>< p

(a+1)xp
2

1% terme +dernier
2

S =nombre de termes x

e Suite géométrique

On considére p termes consécutifs d’une SG de raison q =1.

On note S la somme de ces termes
a le 1* terme de cette somme

But : calculer S (trouver une formule simple).

S=axg’+axq +axq’+..+axq"”"
q'xS= axq +axq’+axq’+..+axq’

On soustrait membre & membre (la 1% — la 2°).
S—-gxS=a-axq®
(1-q)xS =a(1-q")

b 1-¢°
Or g=ldonc1l-q=0dou S=ax 1 .

S=a+(a+r)+(a+2r)+..+(a+(p-1)r)



nombre de termes

1-q

S =1 termex 1-q

3°) Exemples
e Exemple 1

u est la suite arithmétique de premier terme u, =7 et de raison r = 2.

Exprimer S, =u,+Uu, +...+ U, en fonction de n (sous forme factorisée).

On applique la formule & retenir.
On écrit donc :

1% +dernier

S, = (nombre de termes)x >

S, =(n+1)x%

n-0+1

u, =U, +(n-0)xr

u,=7+nx2

u,=7+2n

Donc S, =(n +1)x#
5= (1) 24220

S, =(n+1)x(7+n)
e Exemple 2

. s . . 2
u est la suite géométrique de premier terme u, =5 et de raison g = 3

Exprimer S_ =u,+U, +..+U, enfonction de n (sous forme factorisée).

On applique la formule & retenir.

On écrit donc :

nombre de termes

1-q

S, =1 termex 1-q

n+l
=15x 1—(Ej
3
n+l
=15 1—(EJ
3
4°) Remarque
Nombre de termes d’une somme

e Exemples

Uy + U+ U,
U )

(n+1) termes

Uy +U, + .t U,
Q2T

n termes

Ug + U, + .. Uy,

20-3+1=18 termes

e Formule générale

U, +Uy,+..+U,  (p<n)

(n—p+1) termes

5°) Applications

*

neN

1+2+3+...+n=M

Somme des termes
consécutifs d’une SA
de 1¥ terme 1 et de raison 1

Exemple :
1+2+...+100= 100101
101100
2
=5050

10



VIII1. Comment démontrer qu’une suite est une suite arithmétigue ou géométrigue

1°) 1% méthode

Suite arithmétique

On démontre qu’il existe deux réels fixes aetbtelsque : VneN u,=a+bxn.

Suite géométrique

On démontre qu’il existe deux réels fixes aetbtelsque : VneN u, =axb".

2°) 2° méthode

Suite arithmétique

Ondémontreque : YneN u,,, =u +r

nombre fixe

ou VneN u,, -u=r

Suite géométrique

Ondémontreque : VneN u,,, =U, x(

nombre fixe

ou VneN %:q mais il faut que VneN u, #0

n

Applications pratiques :

3°) Progression arithmétique (P.A.) et progression géométrique (P.G.)

P.A.

On dit que trois réels a, b, ¢ sont en progression arithmétique lorsque a, b, ¢ sont trois termes consécutifs
d’une suite arithmétique.

Exemples :

1,23
18, 24, 30

P.G.

On dit que trois réels a, b, ¢ sont en progression géométrique lorsque a, b, ¢ sont trois termes consécutifs
d’une suite géométrique.

Exemples :

1,39
2,4,8

IX. Rappels sur les puissances

1°) Conventions — définitions

Pour démontrer qu’une suite est arithmétique, IL SUFFIT de démontrer que les différences entre deux
termes consécutifs de la suite sont constantes.

Pour démontrer qu’une suite n’est pas arithmétique, IL SUFFIT de démontrer que deux différences
entre deux termes consécutifs de la suite ne sont pas constantes.

Pour démontrer qu’une suite dont tous les termes sont non nuls est géométrique, IL SUFFIT de
démontrer que les quotients entre deux termes consécutifs de la suite sont constants.

Pour démontrer qu’une suite dont tous les termes sont non nuls n’est pas géométrique, IL SUFFIT de
démontrer que deux quotients entre deux termes consécutifs de la suite ne sont pas égaux.
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0° n’existe pas.
Exemples

A Calculer :

2 =1=0,5

2
572 = 1 = 1
5 25
272"

(#02)

(+0,05)
(+0,05)

2°) Régles

a et b sont des réels quelconques
m et n sont des entiers relatifs.
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‘ amxan =am+n
a" .
‘ PoRLE
‘ (am)" :amxn
(R) () -ast’

n

o A\ Pas de régle quand on additionne des puissances : 3> +5° =?
1n
22

(1
3) 3

e 5" % (=5)" pour n impair

Ne—

e 5-2"(5-2)" pour n impair

3°) Exercice : transformations d’écriture

n est un entier naturel quelconque.

Ecrire sous la forme a" en utilisant les régles.

3n

= ; 5—n ; 2n><3—n ;32n : 2—3n.
2
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