1% S Equations et inéquations trigonométriques

Chapitre 30

avec des cosinus et des sinus

1. Régles fondamentales

1°) Egalité de deux cosinus

a et b sont deux réels.

cosa= cosb sietseulementsi <ou

a=b+2kn(keZ)

a=-b+2k'n (k'eZ)

2°) Egalité de deux sinus

a et b sont deux réels.

sina= sin b si et seulement si > ou

a=b+2kn (keZ)

a=n—-b+2k'n (k'eZ)

I1. Exemples de résolutions d’équations trigonométriques

1°) Exemple 1
. s . 1
Résoudre dans R I’équation cosx = 2 ).
Astuce de départ :
1 b
—=C0S—
2 3
Réécriture de I’équation

(1) s’écrit cosx = cosg
(1) & cosx= cosg (« on équilibre I’équation »)

x=§+2kn (kez)
&2 ou (on «enléve » les cos avec la régle 1)

x=—g+2k'n (k'ez)

S, ={g+2kn, k ez}u{—g+2k'n, k'eZ}

2°) Exemple 2

Résoudre dans R I’équation sin (x +gj = g (2).

— 2
ne pas développer

Astuce de départ :

V2 om

—=sin—
2 4

Réécriture de I’équation
(2) s’écrit sin x+ 2~ |=sin ™
3 4

(2) & sin x+2 | =sint

3 4

X+E=E+2kﬂt (keZ)
3 4
<~ 2 0u
x+Z—n- Tk (k'eZ)
3 4



x="-Z12%kn (keZ)
43

<~ >0u
x=n—2_Tokn (k'eZ)
4 3

x=——+2kn (keZ)
12

< <¢ou

x="T i 2k'n (K'eZ)
12

S, = |- 4 2km, ke Z U 2E 1ok, k'e Z
12 12

3°) Exemple 3
Résoudre dans R I’équation cos3x =sinx (3).

Astuce de départ :

. T
sinx = cos| = —x
(2 j

Réécriture de I’équation
(3) s’écrit cos3x =cos (g - xj
(3) & cos3x= cos(g - xj

3X=g—X+2kﬂ: (keZ)
<~ <ou

3x=—g+x+2k'n (k'ez)

4X=g+2kn (keZ)
<~ 20u

2x=—g+2k'n (k'eZ)

T 2kn
x=2T (keZ)
< <ou
Tk
x=—2 (k'ez)

A 5 A
(5]
8 v (_E
%)
5 w[)
8
1°® famille (points rouges) | 2° famille (points verts)
k=0:Z k'=0:-Z
8 4
k:l'E+E:5—7r k'= '—E+n:3—n
'8 2 8 T4 4
k=2 Byn2m
"8 8
. nm 3t 13n
=3 - 4+—=""
8 2 8




111. Equations trigonométriques particuliéres

1°) Régles

Par lecture du cercle trigonométrique, on obtient dans chaque cas une seule famille de solutions.

cosx=1 < x=2kn (keZ)
cosx=-1 & x=n+2kn (keZ)

cosx=0 <:>x=§+kn (kez)
sinx=1 <:>x=g+2kn (kez)

sinx=-1< x=—g+2kn (kez)

sinx=0 < x=kn (keZ)

2°) Justification

Donner 6 cercles trigonométriques

e Equation cosx =1

Les solutions ont pour point image A.

B

Les solutions sont les nombres 0, 2x, 4w, 27, 47 ...
Il s’agit des nombres de la forme 2kn avec keZ .

e Equation cos x = -1

Les solutions ont pour point image A’.

LN
N

Les solutions sont les nombres =, 3w, —x, —37 ...
Il s’agit des nombres de la forme n+2kn avec keZ.

e Equation cosx =0

Les solutions ont pour points images B et B’.

LN
N

Les solutions sont les nombres g %ﬂ —E, _3n

> >

Il s’agit des nombres de la forme x = g +kn avec keZ.



e Equation sinx=1

Les solutions ont pour point image B.

B
A A
(e}
B
Les solutions sont les nombres E, E+27c, E+47r, E—Zn, T 4r ..
2 2 2 2 2

Il s’agit des nombres de la forme g+ 2k avec keZ.

e Equation sin x =-1

Les solutions ont pour point image B’.

Les solutions sont les nombres —g, —g+2n, —E+4n, —g—Zn, —g—4n

2

11 s’agit des nombres de la forme —§+ 2k avec keZ.

e Equation sinx =0

Les solutions ont pour points images A et A’.

Les solutions sont les nombres 0, =, 27, 3w, 4, — &, — 2w, — 3w, — 47 ...
Il s’agit des nombres de la forme x=kn avec keZ.

1V. Résolution d’une éguation trigonométrique dans un intervalle donné (exemple)

Résoudre dans [0 ; 4] I’équation cos 2x =% 2).

ére 4

1"~ etape :

On résout I’équation dans R.

Astuce de départ :

n 1
cosS—==
3 2

Q) & cost:cosg
2X=g+2kn (keZ)

<~ 2ou
2x=—g+2k'n (k'ez)

X=%+kn (keZ)
<~ sou
X:—%+k'n (k'eZ)



2° étape :

On cherche les solutions dans [0 ; 4]

18" famille

2° famille

On cherche k € Z tel que :

b1
OSE+an4n > ‘1 (n>0)

_[r. 5%, Tn lin 130 17n 10n 23n
6'6 ' 6 6 6 6 6 6

On cherche k'e Z tel que :

T )
OS—g+k n<dn ‘1 (n>0)

0£—1+k'£4
6

1
lap<® "6

6

V. Inéquations trigonométriques

1°) Remarques préliminaires

e 1 n’y a pas de régle.
o On utilise le cercle trigopnométrique.

2°) Exemples

e Exemple 1
Résoudre dans I’intervalle [-n ; n] I’inéquation cossz.
B
T
4
i
7 |
2 |
A (0] E A
i
!
_r
4
B

Nla

D’apres le cercle trigonométrique : S = [—

T
2l
e Exemple 2

n.T

Résoudre dans I’intervalle [_5 ; 5} I’inéquation sin 2x > % .

ére 4

1"~ etape

On pose : X =2x.

T oy<T
2 2 >
<ox < x 2 (2 50)

10



D’apreés le cercle trigonométrique :

5t

<X<—
6

ola

2° étape

Or X =2x

Donc ESZXSS—E
6 6 >
12250
m_ 5 (2>0)
12 12

12 12

V1. Utilisation de la calculatrice

1°) Pour les cosinus

1
COSX ==
2
B T
3
|
Pl
" 0 L2
A o) ' A
!
|
B
Calculatrice
Mode radians :
0,5=1,04719...
T
3
La calculatrice donne une valeur dans I’intervalle [0 ; =].
2°) Pour les sinus
T
B 2
A 0 A
_m|B
2

. . T T
La calculatrice donne une valeur dans I’intervalle {_E ; E]

11 12



1°*S | Exercices sur les équations et inéquations trigonométriques |

Résoudre dans R I"équation cos(Zx —gj = @ :

Résoudre dans R I"équation sin 3x =% :

Résoudre dans R I"équation sin 5x+sin x =0.
E Résoudre dans R I’équation 2cos’x + 7¢os x+3=0.

Résoudre dans R I’équation /3 cos x+sin 2x=0.

[6] Résoudre dans R I"équation % COS X —?sin x=1.
. o1 i 3
Résoudre dans [0 ; 2x] I'inéquation cos x < -
V2

Résoudre dans [~ ; ©] I’inéquation sin x > -

@ Résoudre dans [—r ; n] Iinéquation cos” x < %

13

Réponses
S ={%+kn, kEZ}U{%+k'TC, k' EZ}
S={£+%’T, kez}u{si+2k3'", k' ez}

18 18
Astuce : I’équation est équivalente sin 5x = —sin x soit sin 5x =sin (—x).

5={kl,kez}u{ﬁ+k'ﬁ,k'ez
3 4 2

[4] Astuce : on effectue le changement d’inconnue X = cos x.

S ={2—;+2kn, keZ}U{—ZT:+2k'7T, k' EZ}

Astuce : utiliser la formule de duplication sin 2x =2sin xxcos X puis factoriser le 1* membre.

S ={g+kfc, k eZ}U{—%+2k' T, k'e Z}U{i;+2k" w, k" EZ}
[6] Astuce : réduire le 1* membre en utilisant une formule d’addition.

s :{—g+2kn, keZ}

Meéthode : utiliser le cercle trigonométrique.
s _F . &[
6 6

Meéthode : utiliser le cercle trigonométrique.

LS
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