1ére S Chapitre 24 ‘ Le produit Scalaire dans Ie plan ‘ Application pratique : pour calculer un P.S., on peut toujours se ramener a deux vecteurs ayant la méme

origine.

P . S 4°) Exercice
|. Définition et conséguences immédiates

T IT] - - e - - - - _/\_ T
1°) Définition (expression trigonométrique) u et v sont deux vecteurs tels que H u H =4,V H =5 et (u ,v) =§.
Une unité de longueur est fixée dans tout le chapitre. Calculer uev.

u et v sont deux vecteurs quelconques du plan. Geve H g HXH v chos(u:;\T/)
— 4x5xcos —
/ 3
1
N =4x5x—
) - 2
v v =10
Le produit scalaire des vecteurs u et v est le réel noté u«v (on lit « u scalaire v ») ainsi défini : I1. Propriétés déduites de la définition

- = 1°) Symétri P.S.
1% cas : U et v sont non nuls ) Symétrie du P.S

u et v sont deux vecteurs quelconques.

o est la mesure en radians de I’angle géométrique (u— : T/) (ae[0;n])

i pos

e o = - Démonstration évidente
2° cas : I’'un des deux vecteurs u ou v est nul

usv=0 D'QZHDHXHQHXCOS(U—;T’)
2°) Lien avec la physique : travail d’une force Veu =H v HxH u chos(v ;u)

Par définition, le travail d’une force F sur un trajet de A a B est donné par WAB(F) =F-+AB| On utilise la propriété de la multiplication des réels et le fait que (V— : ﬁ) _ (u— : \7) .

Si F=0,alors WAB(E)=H F HxH AB chos(ﬁB).
2°) P.S. de 2 vecteurs colinéaires

3°) Cas ou les vecteurs sont définis par des points Sy - - o .
H u HXH v H si U et v sont colinéaires de méme sens

N
A, B, C sont trois points quelconques telsque A=B et A=C. == v
o / (car (u ; v)=0 et cos 0 =1) g
UeV=
S W ~|u x| V| siu et v sont colinéaires de sens contraire
T
o =
r{u;vj=met =-1 LN
A B (ca (u, ) 7 et cos m ) = =

A—B-A—C:H ﬁ HXH A—C HXCOS(X
Ou mieux :

AB - AC = ABx ACx cos BAC




3°) Signe du P.S.

u et v sont deux vecteurs non nuls quelconques.

—

u; v)=oc (ael0;n])

i i e

—_ =
>0 >0

Le signe de u - v est le méme que celui de cos a.

o Inla

COs a +

—

e U+Vv>0 siet seulement si (G;Q)est aigu

e U+v<O0 siet seulement si (G;V)est obtus

e U-v=0 sietseulement si (G;Q)estdroit

I11. Produit scalaire et orthogonalité

1°) Définition

3°) Erreur a ne pas faire

Siuev=0 =0ouv=0
u=0ouv=0 Uev=0

P=Q mais  Q=sP

4°) Utilisation

A, B, C, D sont quatre points tels que A=Bet C=D.
AB - CD =0 si et seulement si (AB) L (CD).

V. Carré scalaire d’un vecteur

1°) Définition

u est un vecteur quelconque.
=2 - =
Onnoteu =u-u.
On dit qu’il s’agit du carré scalaire de u.

2°) Propriété

On dit que deux vecteurs U et v sont orthogonaux (on note U L v pour exprimer que :

L - == T
e s50it u et v sont non nuls et (u;v):E ;

v Cc

/ A

e s0it U=0 ou v=0

- =2 - 12
Pour tout vecteur u, ona: u =H u H .

2°) Propriété (déduite de I’étude du signe du produit scalaire)

U et v sont orthogonaux si et seulement si Usv=0.

Emploi de I’adjectif orthogonal

Adjectif qui s’applique & deux droites, deux vecteurs, deux directions.

- -2
Attention, contrairement a la physique, on n’écrira pas : H u H:u ni H u H =u?.
(Le u sans fleche ne signifie rien.)

-2 - = - 12
U =ueu=|uf

3°) Démonstration

1% cas: m

usu=0
i tar [0]-0)



4°) Cas particulier d’un vecteur défini par deux points
u=AB

AB’ =AB.AB (définition)

=| a8
= AB?
|8 -ne
e | a8 e
carré scalaire distance au carré
du vecteur (domaine métrique)

V. Expression du produit scalaire a I’aide du projeté orthogonal

1°) Propriété

A, B, C sont trois points quelconques tels que A=C.
On note H le projeté orthogonal de B sur la droite (AC).

AB.AC=AH-.AC.

On garde le point A (« point d’attache ») et on remplace le point B par son projeté orthogonal sur (AC).

2°) Démonstration
On pose BAC =o. (ae[0;)).

AB .+ AC = ABx ACxCOS o
=ABxcos axAC

e 1% cas : BAC aigu

Q
e

A

AH = ABxcosa

AB.AC=AHxAC

=AH-AC (car AHet ACsont colinéaires et de méme sens)

e 2°cas: BAC obtus

B

AH = ABxcos(n—a.)
AH = ABx(-cosa)
AH=-ABxcosa

AB+AC=-AHxAC
=AH-AC (car AHet ACsont colinéaires et de sens contraires)

e 3°cas : BAC droit

B

A=H c
AB-AC=0=AH.AC
— e
car ABLAC car AH=0

3°) Bilan sur les méthodes de calcul d’un produit scalaire

ABxAC xcos BAC
A—B.A—C=<

AH-AC (expression utile quand on ne connait pas les angles)

4°) Exercice

ABC est un triangle équilatéral de coté a.
Calculer le produit scalaire AB+AC de deux maniéres différentes.



A H C
18 méthode :

AB - AC = ABx AC x cos BAC

2 n
=a” xCos—
3

2° méthode :

On note H le projeté orthogonal de B sur (AC).
On sait que H est le milieu de [AC].

Donc AB-AC=AH-AC
=AH x AC (car AHet AC sont colinéaires et de méme sens)

=%AB><AC

aZ
2

5°) Généralisation (projection compléte)

® Régle

e Démonstration

On considére le point L tel que HL = AB.
On considére le point E tel que HE=CD.

AB. CD - AL - FE
_HL AR
_ AB-FIK

6°) Mise en garde
Remarque de calcul d’un produit scalaire :
On peut remplacer un vecteur par un autre vecteur qui lui est égal.

Attention, on ne peut pas projeter sur n’importe quelle droite du plan.
On ne peut projeter que sur 2 droites.

Pour calculer le produit scalaire AB« AC, projection orthogonale possible sur la droite (AB) et (AC) (mais pas
sur une autre droite).

Nous verrons qu’il y a une régle qui dit que U -(—V) =—U.V.

VI. Bilinéarité du produit scalaire

1°) Propriétés

A, B, C, D sont quatre points quelconques de P tels A=B .

On note H et K les projetés orthogonaux respectifs de C et D sur la droite (AB).

AB.CD=AB.HK.

u et v sont deux vecteurs quelconques.
k est un réel quelconque.

P (ka)-\“/:k(a.\“/)

Py: u-(\7+w)=ﬁ-9 Uew

-
Afl-mameeeee- g

A B

On peut remplacer CD par HK dans le scalaire (on ne dit pas que CD = HK).

2°) Démonstration de P,

La propriété est évidente lorsque I’un au moins des deux vecteurs est nul ou (inclusif) k =0.

On suppose donc que U et v sont non nuls et k = 0.

(u—/;\TI):oc (ael0;n])

e 1% cas: [k >0

N

=



() 5= 6 ¥ [ cos o
:‘k‘H u HXH v HXCOSOL
=|(H u HxH\?HxCOS(x
=k(u-v)

e 2°cas: [k <0

=

(ki) =] ki [ ¥ xcos (x-o0)
\k\H“H | |cos (=)
) ] ¥ (o050

-"H || v [<eos
=k(u-v)

2°) Démonstration de P,

La propriété est évidente lorsque u =0.

On suppose donc que U =0.

A et B sont deux points tels que AB=u.
C est le point tel que AC =V .

D est le point tel que CD = w.

H : projeté orthogonal de C sur (AB).
K: projeté orthogonal de D sur (AB).

a.(vm):/ﬁ.(ruﬁ)
=AB.AD
=AB.HK (1)

Uev+u.w=AB-AC+AB-.CD
=AB.AH+AB . HK
:ATB-m+A—B-(km)
=/ﬁ.m+k(m.m) d’aprés P,
= (1+k)(ATS-m)

|

AB-[(1+k)AH]
- AB- (AFi -+ [caH])

A—B-[m+HK]
AH+HK

=AB.AK (2)

D’aprés (1) et (2), on a donc : ‘ (VW) =UevrUew,

4°) Conséquences de P, et P,

u,

(ki
(

Vv, U', V' sont quatre vecteurs quelconques.
etk’ son tdeux réels quelconques.

e (u-v)

u+v) (u +v) UelU'+UsV'+Vel'+VeV

A = B

Il existe un réel k tel que HK =k AB.

5°) Application
e Calculs de produit scalaires par décomposition (voir exercices).

e Un exemple de mise en ceuvre de la propriété Py : A=B et A=C
C




AB.CA=-AB.AC VIII. Lieux géométrigues d’orthogonalité

AB TAC A5 CA 1°) Ensemble des points M du plan tels que AB+CM =0 oii A, B, C sont trois points tels que A =B :
ke COS( ) droite orthogonale & (AB) passant par C.

VII. Identités remarguables scalaires

1°) Formules C

u, v, u', v' sont deux vecteurs quelcongues.

e - - =2
(u+v) =U +2U*V+V

- = - - - - B
(u—V)2=u2—2u-v+v2 A o
(G +\7) . (D —\7) -0 v
2°) Démonstrations 2°) Ensemble des points M du plan tels que MA « MB =0 oil A et B sont deux points tels que A =B :

cercle de diamétre de diamétre [AB].
(a+v)’ =(E+9)-(3+9)
ue

eU+UsV+VelU+VeV

3°) Application aux ensembles de points (revoir les barycentres)

A et B fixés (A=B)
—u’ -V E={MeP/(2MA + MB)- MA =0}
1% partie :

G barycentre des points pondérés (A; 2) et (B ; 1).
D’apreés la relation fondamentale, 2MA +MB =3MG .

2° partie :
M e E si et seulement si

(sme
si et seulement si (

si et seulement si MG « MA =
3° partie :

E est le cercle de diamétre [AB].
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IX. Appendice : révision d’une propriété de 4°: triangle rectangle et cercle

1°) Enoncés en «si ..., alors ... »

Propriété directe

Formulation 1

Le cercle circonscrit a un triangle rectangle a pour diametre I’hypoténuse.
Formulation 2

Si ABC est un triangle rectangle en C, alors son cercle circonscrit a pour diametre [AB].
Formulation 3

Si ABC est un triangle rectangle en C, alors C appartient au cercle de diamétre [AB].

Propriété de I’angle droit dans un cercle.

Formulation 1

A et B sont deux points distincts.

Si C appartient au cercle de diamétre [AB] et est distinct de A et B, alors le triangle ABC est rectangle en A.
Formulation 2

Si on joint un point d’un cercle aux extrémités d’un diametre, alors on obtient un angle droit.

Formulation 3

A et B sont deux points distincts.

Si M est un point du cercle de diamétre [AB] distinct de A et de B, alors I’angle AMB est droit.
Si M est un point du cercle de diamétre [AB] distinct de A et de B, alors le triangle AMB est rectangle en M.

2°) Création d’un énoncé en « si et seulement si »

Formulation 1

A et B sont deux points distincts.
M est un point distinct de A et B.

o Si M appartient au cercle de diamétre [AB], alors le triangle ABM est rectangle en M.

o Si le triangle ABM est rectangle en M, alors M appartient au cercle de diamétre [AB].

M appartient au cercle de diametre [AB] si et seulement si le triangle ABM est rectangle en M.
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Formulation 2

A et B sont deux points distincts.
M est un point distinct de A et B.

e Si M appartient au cercle de diamétre [AB], alors I’angle AMB est droit.

o Si I’angle AMB est droit, alors M appartient au cercle de diamétre [AB].

M appartient au cercle de diamétre [AB] si et seulement si I’angle AMB est droit.

3°) Caractérisation d’un cercle comme ensemble de points
Caractérisation d’un cercle comme lieu géométrique

Lieu des points d’ou I’on voit un diamétre sous un angle droit.

Ensemble des points M du plan tels que MA « MB =0 oil A et B sont deux points tels que A =B :
cercle de diamétre de diamétre [AB].
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