Exercices sur les fonctions continues

Soit | un intervalle ouvert et saitun réel fixé dans I.

Soitf une fonction définie sur | a valeurs déhs

On suppose qu'il existe une fonctigmiéfinie sur | & valeurs darfs, , continue era telle queg(a)=0 et pour
tout xel ‘ f(x) ‘ <g(x).

Démontrer qué est continue ea.

3
Démontrer que la fonctiofit x — X +§ se prolonge par continuité sRir
X+

Donner le prolongement par continuitélef.

Soita etb deux réels.
On considere la fonctiohdéfinie surR par f (x) =xsinx—a cosx si x<0, f (x) =Xx+b si0og<x<3 et
f(x)=x*-9 si x> 3.

Déterminera etb tels que soit continue suR.

E Soitf une fonction numérique continue définie sur uervelle ouvert]a; b[ oua etb sont deux éléments
deR.

On suppose queadmet la méme limite finieena et enb.

Démontrer qué n’est pas injective.

Soitay, & ,a, .. a, n+1 réels eP la fonction polynomiale définie sl par
n+l

P(X)=a,+aX+...+ax" +x",
Démontrer que sk, <0, alors I'équationP(x)= 0 admet au moins une solution positive.

[6] Soitf une fonction définie et continue sur un intemattelle quevx< 1 [ f(x)] =1.
Déterminerf.

Soitf une fonction définie sur l'intervalle=[0 ;1] a valeurs dan® telle quef (0)=f (1) =0 et
{f (x)=f(y)=0= f (%y):oj.

1°) Démontrer que pour tout entier naturelt pour tout entier naturék {0;1; 2 ;... ; 2} onaf [?j:o.
2°) Sif est continue, démontrer qu'aldrest identiquement nulle sur I.

Indication : On pourra utiliser le résultat suivant apres liad@montré.

E(Z" x)
Pour tout réek, on a :x=Ilim

ns+o 2N

Soitf une fonction numérique continue sur un interviaiien vide.
Démontrer que dine prend qu’'un nombre fini de valeurs, alors effeconstante sur I.

@ Soitf une fonction numérique continue sur un interviiien vide.
Démontrer que sif|| est constante sur |, aldrest constante sur .

Soitf etg deux fonctions continues de l'intervalle- [0 ;1] dans lui-méme telles queog=go f.
Le but de I'exercice est de démontrer qu'il existeréelx, <1 tel que f (x,)=g(%,)-

Pour cela, on raisonne par I'absurde en supposenitge | f (x) = g(x).

1°) Démontrer qu'alors soltxe | f (x)> g(x) soit vxel f(x)<g(x).

2°) On se place dans le premier cas c’est-a-dieevtye | f (X) > g(x).

a) Démontrer qu'il existe un réeh> 0 tel quevxel f(x)>g(x)+m.

b) Démontrer que pour tout entier naturelon nulonaf" og=go f".

On rappelle la notatiorf "= f o f 0...0 f, avecn fois la fonctionf.

c) Démontrer que pour tout entier naturelon nul et pour tout réele | on a: f”(x) > g”(x)+mx n.
d) Conclure.

Soitf la fonction définie de l'intervallé =[0 ;1] dans lui-méme paf (x)=x si xe Q et f (x)=1-x si

xzQ.
1°) Démontrer quéest bijective.
2°) Démontrer qué n’est monotone sur aucun intervalle inclus dans |

3°) Démontrer qué est discontinue sauf e%l

Soitf la fonction définie suR’, telle quef (x)=0 si x¢ Q et f(x):ﬁ si x:g avec

(p.g)e(N )2 tels quep etq soient premiers entre eux.
1°) Soite un réel strictement positif fixé.

Démontrer que l'ensembla, = {xe &' / f (x)> ¢} est fini.
2°) Soit x, un réel strictement positif fixé.

Etudier la limite def (x) lorsquex tend versx, .

En quels point§ est-elle continue ?

Le but de cet exercice est de démontrer que foatgionf : | > R, | étant un intervalle non vide non
réduit a un singleton de, continue et injective est strictement monotone.

Pour cela, on raisonne par I'absurde.
3(x;yy)el® telquex <y, et f(x)>f(y)

3(x,;y,)el? tel quex, < y, et f(x,)< f(y,).
Considérer la fonction
9:[0;] >R

tis F(( 2% +06)— f((Ft)y,+ty,)



Questions préliminaires : quelques propriétés desdines supérieures

Soit A et B deux parties non vides e

1°) Démontrer que si A et B sont majorées, aldigB est majorée esup( AU B) = max supA, supE.
2°) Démontrer que sA — B et B majorée, alorsup A< supE.

On considére une fonctidrdéfinie et majorée sur un intervall&[ a; b] (a<b).
Pour tout réelx e I, on poseM (x) = sup f (t).

te[a;x]

(autrement dit, on aM (x) =sup{ f (t) te[a ;x]}).
Partie A

1°) Justifier la définition deVl (x) (c’est-a-dire 'existence d#(x)).
2°) Démontrer que M est croissante sur | et gyes | f (x) <M (X).

3°) Etude de quelques cas particuliers
Déterminer M

e lorsquef est croissante sur | ;

e lorsquef est décroissante sur |.
Partie B

Dans cette partie, on suppose de plusfa@st continue en un réej} < 1.
On se propose de démontrer que M est continug en

1°)| On suppose qué(x,) <M (xo)‘
On se propose de démontrer que M est constantesugisinage de; .

Soit 1. un réel tel quef (x,) <A <M (X,).

a) Démontrer qu'il existe deux réelsetl dans | tels quex < x, <p et ((x <xX<P= F(X)< k) .
b) DéterminerM (o).

(On pourra observer qud (x,) = max( M(a), supf J).

%]
c) DéterminerM (B).
d) En déduire que M est constante sur l'intervpdep].
2°)| On suppose qué(x,) =M (xo)‘
On se propose de démontrer que M est continug en
a) Démontrer la continuité & gauchegn On pourra utiliser I'inégalité powrréel tel quea < X< %,

() <M (X) <M (x,).

b) Démontrer la continuité & droite eg. On utilisera la continuité & droite eg que I'on traduira sous forme

de phrase quantifiée.

Soitf etg deux fonctions définies et continues sur un irgbevi =[a; b] (a<b) a valeurs dan®.
Pour tout réeli, on poseM (u) :sup( f (t)+ug(t)) etE(u)= {XE 1/ f(x)+ug(x)=M (u)} .
tel
1°) Justifier la définition deM (u).
2°) Démontrer quéE(u) est non vide.

3°) Soitu etv deux réels quelconques.
Soitx un réel quelconque daii(u) ety un réel quelconque darE{v).

Démontrer que 'on a(v—-u)g(x) <M (v)-M (u)<(v-u)g(y).
En déduire que la fonction M est lipschitziennelsur

1°) On considére la suife,) définie sulN par son premier termg, = a olia est un réel fixé et la

X, —1

relation de récurrence, ,, = 2

Exprimer x, en fonction de.

Indication : On pourra considérer la suifg,,) définie sulN pary, = x, +1.

2°) Le but de cette question est de détermineesoles fonctions deR dansR vérifiant les conditions

suivantes :
(i) pour tout réek, on ait f (2x+1)= f (x) ;

(ii) f estcontinue en— 1.
a) Soita un réel fixé. On considére la suitg,) définie au 1°).
Démontrer que, pour tout entier naturgbn a : f (x,) = f (a).

b) En déduire la valeur dé(a).
Conclure.

Soitf une fonction définie et continue sur I'interval@; 1] & valeurs dang telle que f (0) = f (1) = 0 et

telle que pour tout réalde I’intervalle[o %J ona:f (x+%j = f(x).

1°) Démontrer que I'équatiorfi (x) =0 a au moins sept solutions dans lintervalle [ ; 1

2°) Donner un contre-exemple de fonctforérifiant les hypothéses ; on pourra se contetitere
représentation graphique claire.

Soitf une fonction d& dansR, continue et périodique de période 1 telle quer paut réek, f (nx) tend

vers 0 lorsque tend vers +o.
1°) Démontrer que, pour tout entier natugedn a I'égalité :f (k) =0.

2°) Démontrer que I'on a f (%) =0.

Plus généralement, démontrer que, pour tout emiatif p et pour tout entier naturel non rgjlon a I'égalité

f (BJ -0.
q
3°) En déduire queest la fonction identiquement nulle.

On pourra utiliser le résultat suivant :
« Tout réel est la limite d’'une suite de rationnels



Déterminer les fonctiorfs continues d& dansR telles quev (x; y)e R? f(x+y)=¢e*f (y)+ € f(x).

Indication : Considérer la fonctiog définie surR par g(x)=e"*f (x).

Soitf : D——R une fonction uniformément continue bornég elR —— R une fonction continue.
Montrer queg o f est uniformément continue sDr

Déterminer une fonctiohdéfinie et discontinue sur un intervalle | telleegf (1) soit un intervalle d&.

Déterminer une fonction continfiet une fonction discontinugtelle quef o g soit continue.

Soitf une fonction continue sur un intervalle | noneviet non réduit & un singleton. Démontrer que, si
ne s'annule pas sur |, aldrsa un signe constant sur I.

Soitf etg deux fonctions définies sur un intervalle On suppose guestg sont continues en un réel
% € D tel que f (x,) < g(X,) . Démontrer qu'il existe un intervalle ouvert | ¢emantx, inclus dan® tel que

pour toutxe I, on ait : f (x) < g(x).

Soitf une fonction définie sur un intervalle- [a ; b] (a<b) avaleurs dan& telle que pour tout couple

(x; y)de réels distincts dans I on aftf (x)- f (y)|<| x-y]|.

1°) Démontrer quéest continue.
2°) Démontrer quéadmet un unique point fixe dans I.

Indication : Pour I'existence, considérer la fonctio:(m—>‘ f (x)—x ‘

. . e NN N f(x) .
Soitf une fonction définie sur= R, a valeurs dan® telle quef soit croissante sur | gt: X — Q soit
X

décroissante sur .
Démontrer qué est continue sur |.

Soita, b, c trois réels tels qua < c<b. Soitf une fonction définie st[ra ;b] telle quef soit
uniformément continue sya ; c| et sur[c; b].
Démontrer qué est uniformément continue sia ;b].

Soitf etg deux fonctions définies sur un méme intervallelipschitziennes sur cet intervalle.
1°) Démontrer quef + g est lipschitzienne.

2°) On suppose quie=[a;b] (a<b).
Démontrer quég est lipschitzienne.

Soitf etg deux fonctions définies sur un méme intervalleritues en un réet, € | telles que

(%) <9(x)-
Démontrer qu'il existe un intervalle ouvert J coratet x, tel que pour touk e 11J on ait f (x) < g(x).

Soitf etg deux fonctions définies et continues sur un iretkevi =[a ;b] (a<b) a valeurs dar® telle
que pour tout réeke | on ait : f (x) < g(x).
Démontrer qu'il existe un rééd> 0 tel que pour touke | ona: f(x)+k< g(x).

On consideére la fonctiohdéfinie surR par f (x) = x* si E(x) est un nombre pair ft(x) = x si E(x)
est un nombre impair.
Etudier la continuité désurR.

Soitf: R — R bornée eg : R — R continue.
Démontrer qug o f et f o g sont bornées.

Soit (u,) et(v,) deux suites réelles telles que+v, ———>0 et + " ——— 2,
N—+0o

N—+w

Démontrer que les suitds, ) et (v,) convergent et déterminer leurs limites.

On consideére la fonctidin x —

-
1+ &
Peut-on prolongefr par continuité en 0 ?

Soitf une fonction uniformément continue BedansR.
Le but de I'exercice est de démontrer qu'il existex réels strictement positéisetb tels que, pour tout rég|

onait| f(x)|<a| x|+b.
1°) Justifier I'existence d'un réel > 0 tel que| x-y |<a = | f(x)-f(y)|<1.
2°) Soitx un réel non nul.

On posen, = E(X} .
o

Démontrer qu# f(x)-f(0) ‘ <n +1.

(distinguer deux cas :
Pour x>0, écrire

f(0)-f(x)=f(0)=f(a)+f(a)=f(2)+..ct F((n— Do) (no)+ f(na)-f(x))

3°) Conclure.

Partie A
Le but de cette partie est de déterminer les fonsfidéfinies et continues d& dansR telles que
V(x;y)eR? f(x+y)+f(x-y)=2[f(x)+(y)].

1°) Calculer f (0).

2°) Démontrer quéest paire.

3°) On posea= f (1).

Démontrer par récurrence que, pour tout entierabyon a f (n) = an?.

4°) Démontrer que, pour tout entier naturelt pour tout réet, on a : f (nx) = n’f (x).

En déduiref (EJ pour tout entier natur@ non nul etf (EJ pour tout entier naturel et tout entier naturgl
p p

non nul.
En déduire que, pour toute Q, ona: f (x) = ax?.
5°) Conclure.

Indication : utiliser le résultat suivant :
« Tout réel est limite d’'une suite de rationnels ».



Partie B

Le but de cette partie est de déterminer les fonsg définies et continues d@ dansR telles que
2

v(x;y)eR? g(x+y)xa(x-y)=[a(xa(y)]" (1.

1°) Déterminer les valeurs possibles gigo) .

2°) Si g(0) = 0, démontrer qug est la fonction nulle.

3°) S'il existe un réek, € R tel queg(x)=0, démontrer que, pour tout entier naturebn a :g (%j =0.

En déduire qug est la fonction nulle.
4°) Sig vérifie (1) etg est pas la fonction nulle, démontrer que grik) >0 pour tout réek soit g(x) <0

pour tout réek.
5°) Conclure.

On considere une fonctidrdéfinie surR telle que, pour tout coupla (y) de réels on ait :
=gy @

1°) Démontrer que, s'il existe un réelel que f (c)=1 ou f (c)=-1, alors la fonctiorf est constante sik.
On suppose dans toute la suite du problémd geenon constante.

2°) En écrivantx:§+g, démontrer que quel que soit le néebdn a :—1< f (x) <1 et établir quef (0)=0;

en déduire quéest impaire.
3°) Démontrer par récurrence que, pour tout xédlpour tout entier strictement positjfon a :

1+ f (nx) _{lﬂt f (x)}n.

1-f(nx) | 1-f(x)
On posm =a.
1-1(1)
Calculer poume N puis pourne Z la valeur def (n) en fonction de.

P

Calculer f (x) en fonction de pour x=- avecpeZ etqeN .

4°) Déterminer les fonctiorfsdéfinies deR dansR continues vérifiant (1).
Indication : On pourra utiliser le résultat suivant : « Towdlrést la limite d’'une suite de rationnels. »

Soitf etg deux fonctions définies et continues sur un iretkevi =[a; b] (a<b) a valeurs dar® telles
que pour tout réeke |, il existe un réek'e | tel que I'on ait : f (x) = g(x’).
Démontrer qu'il existe un réele | tel que f (c)=g(c).

Indications : Raisonner par I'absurde, remarquer dueg a alors un signe constant sur | et se souvenir
qu’une fonction continue sur un segment possedaioimum et un maximum.

Lemme de Croft

Soitf: R——>R une fonction uniformément continue.

On suppose que pour tout entier natprebn nul, (EJT’O (n est un entier naturel).
p 0

Le but de I'exercice est de démontrer guex) ———0.

X+
Soit £ un réel strictement positif fixé.

1°) Justifier qu'il existe un réek > 0 tel que pour tout couple& (y) de réels positifs ou nuls, b(— y \ <a,
anrs‘ f(x)-f(y) ‘g%

2°) Démontrer gqu'il existe un entier natupshon nul tel que% <a.

E(p)
.

Pour tout réek, on posey =
Justifier qug x-y|<a.

3°) Justifier gu'il existe un entier natumdltel que sin> N, alors <

£
>

9

4°) Démontrer que 5'12%, alors\ f(x) \ <e.

Conclure.

Soitf : R——R une fonction uniformément continue.
On suppose que pour tout entier réel 0, f (nx) ————0.
Démontrer quef (x)————0.

Indication :
Soite un réel strictement positif fixé.

Justifier qu'il existe un réak > 0 tel que pour tout couplex; y) de réels positifs ou nuls, bk— y \ <a, alors
‘ f(x)—f(y)‘g%.

Posern, = E(lj .
o

Exploiter I'écriture f (x) = f (x)- f (n)+ f (@) (faire un schéma).

Soitf la fonction définie SUR par f (x)=x si xeQ et f (x)=-x si xgQ.
Etudier la continuité dé

1°) Soita etb deux réels.

a+b+|b-a|

—

b) Donner une expression analogue piafi(a; b).

2°) Soitf etg deux fonctions continues sur un intervalle norevidn réduit a un point.
Démontrer que les fonctiorsip(a ;b), inf (a;b), f* et f~sont continues sur I.

a) Démontrer qusup(a ;b) =



Etudier la continuité de la fonctidrdéfinie par f (x) = (~1)™ x sin(rx)

1°) Que peut-on dire d’'une fonctidbndéfinie et continue st telle que, pour tout ré&| on ait
f(x)eQ ?

Que peut-on dire d'une fonctidndéfinie et continue st telle que, pour tout rée| on ait f (x) e R\Q ?
2°) a) Existe-t-il une fonctiofi définie et continue stk telle que,f (Q)cQ et f (R\Q)c=R\Q ?

b) Existe-t-il une fonctior définie et continue sii telle que, f (Q)cR\Q et f (R\Q)<=Q ?

Indication : On pourra considérer la fonctigrdéfinie parg(x) = f (x)— X.

Continuité uniforme et propriété de Lipschitz

1°) Rappeler la définition de I'uniforme continugar A.
Démontrer que diest lipchitzienne sur A, alors elle est uniformétmontinue sur A.

2°) Etude d'un exemple
Dans cette questiorf, (x) =Jx.

a) Démontrer que, pour tout cou;{lxe; y) de réels positifs ou nuls, on %1\/;—\/? ‘ gJ\ X— y\ .
En déduire quéest uniformément continue s, .
b) Soitx ety deux réels strictement positifs tels que 2x.
f(x)-f

Calculer lim M

x—>0% X-y
En déduire quén’est pas lipschitzienne s, .
Que peut-on en conclure ?

Démontrer que tout polyndéme d@[x] de degré impair admet au moins une racine tapar deux

méthodes différentes :
* 1% méthode :en utilisant un théoréme d’analyse

* 2°méthode :en utilisant un théoréme d’algébre sur la facatiag des polynémes en facteurs irréductibles

dansR[X].

Soitf une fonction définie sur l'intervalle=[1; 2] a valeurs dan&, continue et strictement positive sur I.

Démontrer qu'il existe deux constanteset k, telles queO <k, < k, et pour tout réeke | on ait :
ko< f (%) < kpX.

On posel =[0;1]. Soitf: 1 »1 continue.
Démontrer qu'il existe au moins un réek | tel que f (a) =a’.

Soitf etg deux fonctions définies et continues sur un irgkevl = [a; b] (a<b) avaleurs dan® telles

que f (a)>g(a) et f (b)< g(b).
Démontrer qu'il existe au moins un réet | tel que f (c) = g(c).

Soitf une fonction définie et continue sur un intervélle
Démontrer qué admet un point fixe dans¢ f o f admet un point fixe dans I.

S0it X,, X,, ..., X, N réels compris dans l'intervalf®;1] (n> 2).
On considére la fonctiohdéfinie par f (x) :EZ\ X=% |-
n
k=1

1°) Calculer f (0)+ f ().

2°) Démontrer qu'il existe un réele [0;1] tel que f (c) =

N~

Soitf une fonction d& dansR telle que pour tout couplec; y) de réels, on ait :
| £(x)- f(y)|<k| sinx—siny| ouk est un réel positif.

1°) Démontrer quéest périodique.

2°) Démontrer quéest continue suR.

Soitf une fonction d® dansR dont les restrictions @ etR \ Q sont constantes.

On suppose de plus qgbiest continue en 0.
Que peut-on dire d?

Soitf : R* ——R* une fonction continue telle qu(0) = 0.

On suppose qu'il exist€ >0 et e >0 tels ques <% et pour tout e R* f (t) < C(a+ f (t))2 .
Démontrer gu'il existe une constarite> 0 telle que pour toute R*, on ait f (t) < Ke?.

On peut préciser la valeur #een fonction dec.

Soitf une fonction continue strictement décroissant® densR.

Démontrer qu'il n’existe pas de fonctigrcontinue de&R dansR telle quegog=f.
Indication : Raisonner par I'absurde.

Démontrer que nécessaireméast injective ; conclure.

Soitf une fonction définie et continue sur un intervalE [a; b] (a<b) avaleurs dank telle que
f(a)<ab et f (b)>b.

Démontrer qu'il existe un réele | tel que f (c)=bhc.

Soitf une fonction continue d® ;1] dansR telle quef (0)=0et f (1)=1.
l-a

Démontrer qu'il existe un réele |0;1 tel que f (a)= a
+a

Soitf une fonction continue de dans lui-méme telle que pour tout coufde y) de réels on ait :
[FO)- T[] x-y].

Démontrer qué est une bijection d& dansR.



Soitf une fonction d& dansR telle que pour tout couplex; y) de réels on ait :
| £(x)- f(y)|<3] sinx-siny|.

1°) Démontrer quéest périodique.

2°) Démontrer quéest continue suR.

Soita etb deux réels tels qua<b.
Démontrer qu'il existe un unique réehppartenant a I’intervall@; b[ tel que

Soitn un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Démontrer gu'il existe un réeie}o %[ tel que\”ll—c—{‘/E:c”.

On considére une fonction continue ide[a, b] (a<b) dansR. Soit x,, X,, ... X, n réels(ne N‘)

n

D)

quelcongues dans 1. On po$éx) = —+<+——.
n

Démontrer qu'il existe un réeldans | tel quef (c)=m.

Trouver tous les entiers naturelgels qu'il existe une fonction continliedansR qui prend chaque valeur
exactemenn fois.

Soitf etg deux fonctions continues sur un intervalle | (vae et non réduit a un singleton).
Démontrer que la fonctioh =sup( f ,g)est continue sur I.
Indication : Exprimerh en fonction dé etg.

Soit A une partie non vide quelconqueRletf une fonction définie sur A, lipschitzienne de ragx.
Soitg la fonction définie pag(x) = |yr£\{ f(y)+K|x=yl}.

1°) Démontrer qug est définie suR.
2°) Démontrer qug est lispchitzienne.

. . ) s . f(x
Soitf une fonction continue sk, , a valeurs positives ou nulles telle un—A avecl <1.
X

X+

Démontrer que I'équatiorf (x) = x admet au moins une solution daRs.

X+

. . . 5 " f(x
Soitf une fonction continue suR, , & valeurs positives ou nulles telle qﬁQ—ﬂ avec L <1.
X

Démontrer que I'équatior (x) =x admet au moins une solution daRs.
Idem ex. précédent

On recherche I'ensemblede toutes les fonctiorisdeR dansR, continues en 0 telles que pour tout

x+y)_ f(x)+f(y)
-tz

couple(x; y) de réels on aif ( 5

1°) Donner un élément d&
2°) Soitf une fonction d&. On considére la fonctiom: x — f (x)- f (0).
a) Démontrer queg € E.

n
b) Démontrer que pour tout réekt pour tout entier naturalon ag(x) = g[(zj x].
3°) DétermineiE.

1°) Démontrer que si une fonction continue suimtervalle ne s’annule pas alors elle a un sigmestzmt.

2°) Soitf une fonction continue dé dansR.

Démontrer que s'il existe un rég tel que( f o f)(x,)=x,, alors il existe un réek, tel que f (xo) =X,
Indication : Raisonner par I'absurde.

1°) Soitf une fonction continue sur un intervajie b] (a<b) & valeurs dang.

Soit X, X, ..., X, N éléments d¢a, b] (n étant un entier naturel supérieur ou égal a 1).

f(x)+..+ (%) .

n
2°) Ecrire en langage naturel un algorithme quiaete un entier naturelnon nul & I'utilisateur et donne la

Démontrer qu'il existe un rée{, appartenant {aa b] tel que f (x,) =
partie entiére de, €[1;n] tel quee® +x, = %Z(é‘ +k).
k=1

Soitf Ia fonction définie SUR’, par f (x)=0 si x¢ Q et f (x)=—— si x=L avec(p, a)e(N)
p+q q

tels quepnq=1.

Rappel de la définition d’une limite.

Soitf:D — R une fonctione€eR.

Soitac DNR.
On dit quef tend verd ena lorsqueve >0 Ja > 0 tel que(0<\ x-a|<a = 0<| f(x)—e‘gs).

1°) Soite un réel strictement positif fixé.
Démontrer que I'ensembla, ={x< R’/ f (x)>¢} estfini. On notera, ={&,, &,,....&,} -

2°) Soit x, un réel strictement positif fixé etun réel strictement positif fixé.
On notea. = min | £ - |.
Démontrer quevxe R, (0<|x-x, |[<a = f(x)<e).
En déduirelim f (x). En quels réelest-elle continue ?
XX

X# Xy




Soitg une fonction définie sur I‘intervaIIEO ;1] a valeurs danR.

On considére la fonctiokt x+— E(X)+g(x- E(x)).

1°) Démontrer que pour tout réekt tout entier relatik on a f (x+k)= f (x)+k.
2°) En déduire qué est continue suR si et seulement §iest continue en 0.

En déduire une CNS pour gliesoit continue suR.

Etudier la continuité de la fonctidn x — E(x)+[x— E(x)]2 (E(x) désigne la partie entiére du rég!

1°) Soitf une fonction d& dansR uniformément continue. On considére deux suiteties(u, ) et (v,)

telles queu,, -v, —————0.

nN—+w©

Déterminer lim [ f (u,)~ f(v,)].

2°) Application :
Déterminer si la fonctior — sinx? est uniformément continue SRr

Peut-on prolonger par continuité $uifa fonctionf définie par f (x) = sinZx sinil ?
X X—

Soit f une fonction strictement décroissantelde[0;1] dansR telle quef (1)=1.
Démontrer qu'il existe un unique réek | tel que f (x)=x.

On considére la fonctiohde | =[0;1] dansR ainsi définie pouxe | :

. 1 . .
si xe Q, alors f (x) == en posan= P avecp etq entiers naturels premiers entre eux ;
q q

si xe Q, alors f (x)=0.

Soita un réel appartenantia

1°) On suppose quac Q . Etudier la continuité deena.

2°) On suppose qua¢ Q . Pour tout entier naturalnon nul, on notd~, I'ensemble des rationnels degui
peuvent s’écrire avec un dénominateur inférieuégal an.

a) Démontrer qué, est un ensemble fini.

b) On posex,, =min| a—r |. Démontrer quer, >0.
refk,

. . . - 1
¢) Soitx un réel quelconque dahsDémontrer que si I'on a\ X—a \ <a,,alorsona:f(x)<=.
n

d) La fonctionf est-elle continue ea?
3°) On déduit des questions précédentes guiest pas continue queCe résultat était-il prévisible ?

Probléme des cordes universelles de Paul Levy

Partie A

On consideére une fonctidreontinue de l'intervalld =[0;1] dans lui-méme et vérifiant (0) = f (1) . Soitn

un entier naturel non nul. On suppose de démogtrdrexiste un réeb(e[o;l—l} tel que
n

f(x)= f(x+%).

On considere la fonctiog définie sur l'intervalleJ :[O ; 1—1} par g(x)=f (x)- f (x+1j . On raisonne par
n n

I'absurde en supposant qiixe J g(x)=0.

1°) Expliquer pourquag un signe constant.

2°) Conclure en considéragt(0) g(éj g(L_lj
n n

3°) Une voiture a parcouru une distance de 120 knne heure. Démontrer qu'il existe un intervaleteinps
d’'une demi-heure pendant lequel elle a parcouraterzent 60 km.

Partie B

Soita un réel tel qued < a<1et£eN’.
a

On considére la fonctiohdéfinie sur{0;1] par f (x) = COS(E xj— kx aveck = cosz—n— 1
a a

Vérifier que f (0)= f (1).
Démontrer quevxe[0;1-a] f(x+a)=f(a).

SoitE une partie d& telle que :

(i) pour toutxe E, il existe un réek > 0 tel que|x—¢; x+¢[ cE ;

(i) pour toutx e R\E, il existe un réet > 0 tel que]x—¢; x+¢[ < C,E.
1°) Démontrer que I'application caractéristiqueEdest continue suR.

2°) En déduire qu&€ = ou E=R.

n

1°) Soitx un réel strictement positif. Etudier le sens deéatmn de la suite(un) définie paru, :X—I.
n!

En déduire qudu,) est bornée.
2°) On considere la fonctidin x — supu, .
Exprimer f (x) en fonction de puis étudier la continuité desurR" .

Démontrer que I'équatiosinx = Inx admet une unigue solution réelle.



Soienta<b deux réels eft: [a;b] — R continue.

1°) On suppose qué (a) = f (b). Soit J l'intervalle d'arrivée d& Démontrer que tout élément de I'intérieur

de J admet au moins deux antécédenfs de
2°) On dit qud admet un minimum (resp. maximum) local en un po#iil existe un intervalle ouvert J
contenank tel que f‘J soit minimale (respectivement maximale)xen

On suppose qué (a) < f (b). Soit ye |f(a); f (b)[ .

Démontrer que si admet exactement deux antécédentd,@dors, en I'un d’entre euk,admet un minimum
ou un maximum local.

Soitf : R — R continue et périodique de périodie- 0.
1°) Démontrer quéest bornée.

2°) Démontrer qu'il existe un réeltel que f ([c; C+%D =f(R).

Déterminer les fonctions continues &utelles que :
V(x;y)eR? f(x+y)xf(x-y)=f(x)°xf(y)* (E).

Vérifier que la fonction identiguement nulle eslusion.
Dans la suite, on considére une foncfieolution non identiquement nulle.

Déterminer les valeurs possibles ﬁ(aO) .

Le but de I'exercice est de démontrer qu'a tostant il existe deux points antipodaux de la terre
lesquels la température est la méme.
Modélisation du probleme

e On assimile la Terre & une spheére.

e On se place sur un méridien.

« On repére chaque point de ce méridien par urbré@hs|0; 2r].

e On considére la fonctidh qui a chaque réélde I’intervalle[O ; 27:] associe la température au point associé a

0 ; on supposera qudest continue.

1°) Que faut-il démontrer en utilisant la fonctioh
2°) Résoudre le probléme en introduisant une fongfijudicieusement choisie définie a partirfde

Soitf une fonction continue de=[a; b], (a<b) dans I tel quef o f = f .
On poseE ={xe I/ f(x)=x}.

1°) Démontrer qu& est non vide.

2°) Démontrer quef (1)=E.

3°) Démontrer qu& est un segment de.

Soitf une fonction continue et périodique de péridde0 surR.

Démontrer qu'il existe un réeltel que f (c+£j = f(c).

Application :

A tout point M d’un cercle, on fait correspondresugrandeur physique (par exemple la températuhd)efui
varie continment sur le cercle.

Démontrer gu'il existe forcément sur le cercle dpoints diamétralement opposés ou la grandeur ghgsi
prend la méme valeur.

En déduire par exemple qu'il existe a chaque itsanla terre deux points antipodaux ou la tempéeaest la
méme, et deux points antipodaux ou la pressiolaeséme.

Autre application :

Soit ¢ une courbe fermée continue entourant O telletoute droite passant pas O coupe la courbe en deux
points exactement. Montrer qu'il existe une drpiéssant par O ou les deux points d’intersectioh Zonéme
distance de O.



Corrigé

Le prolongement par continuité fest la fonctiory définie suR par g(x) = x* - 4x+ 4.

On voit dailleurs sur cette expression que la famcg est de class€” surR.

(6] [f(0)]'=1 f(x)=Louf(x)=-1

PosonsA ={xel/ f (x)=1} etB={xel/ f(x)=—-1} et démontrons que I'un au moins des deux ensembles

est vide.

Pour cela, raisonnons par I'absurde et supposamsegudeux ensembles soient non vides.

Il existe alorsx, e | tel que f (x))=1ety, el tel quef(y,)=-
On applique ensuite le TVI ce qui fournit une cedtction.

Par suitef est constante égale a 1 ou — 1.

Démonstration par récurrence.
H, est vraie par hypothése.

Supposons quél,, et démontrons qu'alorBl ., est vraie.

Soiti un entier tel qu@ <i < 2™*.

Sii est pair, alorsi=2i' aveci'< 2" ; — doncf f| —|=0.
p 2n+1 2n (Znﬂj [2 j

. . N . i 1(2%1) 1fi" i+7
Siiestimpairi=2i+1;ona:i'<2"alors—==| —~|== + .
P R 2( 2*] 2(2* 2

i i1 i ivl
Ona:f(zn] f( j O'Doan(E(zn"' 21)] Odoan( n+1]_0

2°) On suppose gueest continue.

Autre méthode :

Soit xe[0;1]. On posex =0,a,3,a,... son développement illimité en bas¢z =0 oua = J.

n
On peut écrire encorex= E a c'est-a-direx=lim E %

Ona:f S ) N puisqueZZ""qu”.

i=1 i=

n
Commef est continue,f | lim E 7| = lim f E A0
n—+o n—+ow
1

f est donc nulle.

19fof =id,
1 1
F()-f[=]]=]x-=
(9 (2]‘ X 2‘

3°) Soitxe[0;1] différent ole1 :

o Il existe deux suitegu, ) et (v,) d éléments de | qui tendent verselles quevne N u,eQ etv, e R\Q.

f(u)=u,————xetf(v,)=1-v,———1-X

n—+ o nN— + o
X#1-X

Il N’y a pas de limite ex.

X——

“enl, ‘f(x) ‘ :

:
Autre version d{i11]:

On consideére la fonctioihdéfinie surR par f(x) = x si xeQ et f(X)=1-x si x¢Q.
1°) Démontrer quéest involutive.

2°) Etudier la continuité deen un réelx, ¢%_

(92 ‘:

3°) Démontrer que pour tout réelon a :

x——; ‘ En déduire la continuité d@n%.

Noté sur une feuille le 14-12-201@ancienne feuille)

Attention (panneau) dans la déf. de la lim.
mettre0<| x—a|< o

striféause du 2°) (j'ai dO mentpeer, c’est plut6t la premiére inégalité qui ests)

Partie B

1°) c) max[supf , sup‘]: M(%,) ; or supf <A <M(x,)doncsupf =M (%) soit M(a)=M (X,).
[aa]  [o] et %] [aq]

Soit A et B deux parties majoréeslie

Démontrer queA UB est majorée et qusup( AU B) = max supA, supE.

c) Vxe[a;B] f(X)<M(x) d'ott M(B)<M (x)-
Or M (%) <M (B) doncM (B)=M ().
ou M(B):max(supf . sup‘}: M(%,)

[ax]  [x.p]

d) M(a)=M (B)=M (%).



2°) a) X > X,
b) On traduit sous forme d’une phrase quantifiéefgest continue a droite ex) .
Ve>0 Ja>0/ xe[x, X+a] = (f(%)-e<)F(X)< f(x)+e
—
M(xo)
Xe[X, Xot+a] = M(%) < f(X)<M (%) +¢

l°)xn:(%j (a+1)-1; lim x,=-1.

n—+w

Enoncé dii16] arrangé le 15-4-2020
Au départ je supposais gfiétait continue suR.

Fonction cteo E

[31] continuité surk \{k e Z/k = 0 etk = 3

Un+Vnw)0

Up+Vp Un—Vn Vn—Upn
et ehteh=e2 |2 +e2 |——
_ n—+o

Un+Vh

U, —V, -

n—+o

1
U, —V,
chi‘ T "‘—)1
2 n—+w©
Argch u,-V,———0

n N no+w

Oru,+v,——0

n—>+w

—_—
Uy n—+o 0

v,———0

nN—+w©

Au départ cet ex. figurait dans la série d’ex.lsarsuites.

J'ai noté ensuite :

a mettre dans le chapitre sur la continuité

(caractérisation séquentielle)

Faire une figure.

(g-f>e.
g(x%) = maxg

9(%)=f(¥o)-
Donc il n'existe pas de réel.)

Version éléve :
raisonnons par I'absurde.

Supposons qu'il n’existe pas de réet | tel que f (c)=g(c).

Doncvxel f(x)<g(x) (1) oulinverse (TVI).
Ix, €l tel que f (xo):mlinf (2)

Jy, el tel queg(y,) = mling (3

(@) = f(%)<9(%)

(2) = f(%)<f(%)
On en déduit quef (x,) < g(Yo)-

D'aprés(3), on peut écrire Yxe | f(x)<g(x).

Par conséquent, il n’existe pas de réell tel que f (%) = g(x).
Or (A=B) & (B=A).

Note : le méme raisonnement marche avec le maximum.

Partie A

3°) Attention : il faut faire une récurrence forte.

[38]4°) Utiliser que { f (y)]| é%.

Il existe un entier naturdl tel quevn>N | f (na)| g%.
On poseA= No.

X
Xx>A=—>2N=n=>N
o

X
0<—-n<1= 0<x—noa<a
o



2°)a) Oui: f (x)=x ; b) Non On voitg(x)=c avecce R\ Q.

On a doncf (x) = x+c. On calculef (c)=2c.
Ona2ceR\Q.

Deux méthodes

* 1% méthode: par TVI (l'image d'un intervalle)
ImP=+ow

+00

lim P =le contraire

-0

P(R)=]-o0;+oq

Il'y a aussi une preuve algébrique.

* 2°méthode: en utilisant un théoréme d’algébre sur la facttias des polyndmes en facteurs irréductibles

dansR[X].

La fonctiong : x T et continue sua; 2].
X

f admet un point fixe=- f o f admet un point fixe
évident

f o f admet un point fixe=-f admet un point fixe

f o f admet un point fixe.
foof
a—ba bt

On poseg(x) = f (x)-x.
On veut démontrer gugadmet un point fixe.

g(a)=b-a etg(b)=a-b.

o+

Trois cas :

b>a = g(a)>0 etg(b)< 0
a<b = g(a)<0 etg(b)> 0
b=a = f admet un point fixa

Dans les deux premiers cas, on utilise le TVI etronve qu'il existec e [a ;b] tel queg(c)=0 =

f (c)=c = point fixe.
f admet un point fixe= f o f admet un point fixe. Evident

f o f admet un point fixes- f admet un point fixe
f o f admet un point fixe.

a»;b»—; a

On poseg(x) = f (x)-x.

On veut montrer qug admet un point fixe.
g(a)=b-a; g(b)=a-b

b>a=g(a)>0etg(b)< 0
Trois cas b<a= g(b)>0 etg(a)< O
b=a—= f admet un point fixa

Dans les deux premiers cas, on utilise le TVI etronve gu'il existe.

Version initiale du[50] :

f:R — R continue

Démontrer qué admet un point fixe= f o f admet un point fixe.

Au verso j'avais écrit :

fof(x)=x
9(x)

a[ f(%)]

En rouge sur la méme feuille, j'avais écrit :

signe contraire

f:R—R

1°) Démontrer que $iadmet un point fixe, alofso f admet un point fixe.

2°) Démontrer la réciproque lorsgfiest continue.



[51]1°) f(0)+ f(9)=1

On se raméne{al——b—lzl. On utilise le théoréme de la bijection.
c-a b-c

Exercice assez peu intéressant car on peut mérariabgrace a une équation du second degré.

1o
X
f (x) = Lx+0(x)
Faux pourL =1. Il doit manquer une hypothese.

Un contre-exemple est fourni par la fonctidtx) = x+il. f est bien définie et positive.
X+

On considére la fonctiop :x+— f (X)-X

2°) La fonctionx — sinx? n'est pas uniformément continue &ur

On utiliseu, = nn+g etv,=~/nr.

W&
2°) f(x)=

) 1 09=re T,

1°) Puisqud est périodique de période T, orf 4R) = f ([0,T]).

Or f est continue, doné ([0, T]) est bornée et dont (R) aussi.

b) Plus précisément ([OT]) est un segment de la form‘e([f (a), f (b):|) oua etb sont deux éléments de

[0,T].
Pour fixer les idées, supposoascb. On abe[a, T]c[a,a+T].

Si be[a, a+g] alors f (a), f (b)e f ([a,a-kTED etdonc pourx=a, f(R)=f [[x; x+%D.

Si be[a+%, a+T}, alors x = a+I2 convient.

Le raisonnement dans le chs a est analogue.

(85]2°) g(6) = f ()~ f(6+x) sur[0;x]
g(0)=-9g(n) car f (0)= f (2n)
g(0) et g(2n) sont de signes contraires

soit g(0)>0 et g(n)<0 = TVI
soit g(0)<Oetg(n)>0 = TVI
soit g(0)=0 et g(n)=0 CQFD

Questions de cours

TVI (démonstration guidée par le principe de dichat).
Théoréme de Heine (énoncé uniguement).
Image d’'un segment par une fonction continue.

[4] Définition de la continuité d’une fonction.
Définition de la continuité uniforme. Lien entres ldeux notions.

Caractérisation séquentielle de la continuité.
@ Théoreme de la bijection. Continuité de la bijctiéciproque.

Traduire par une phrase quantifiée la phrasest uniformément continue sDr».
Traduire par une phrase quantifiée la phrasenest pas uniformément continue gup.

Toute fonction continue sur un segment est borhé#eint ses bornes.



f:[a;b]— R continue.
Démontrer qué est bornée.

ConsidérerE = {t ell f‘[aﬂ] borneé.

1°) Démontrer qué& est non vide.
2°) Démontrer qu& est un intervalle.
Soit t, ett, deux réels darBs tels quet, <t,.

Démontrer que, <t <t, = tcE.
On en déduit qu& =[a;c] et E=[a;([.
3°) Démontrer que=b et queE =[a;b].

Par continuité, on suppose gie=[a;c[ (c<b).
On écrit la continuité deenc.

ve=1l In>0 |x-c|<n = ‘f(x)—f(c)‘ga

Principe de démonstration du TVI (ancienne feuillenanuscrite tapée le 11-12-2015)

Démonstration 1

f(a)<f(b)

X ={xe[a;b]/ f(x)<m
Jc=supX

On veut démontrer qué (c)=m.

e f(c)>m = cn'estpas le plus petit des majorants

e f(c)<m = cn'est pas un majorant

Démonstration 2 suites dichotomiques

ROC TVI (1817-Bolzano)

f: 1 > R continue
f (1) estun intervalle.

Ingrédient : caractérisation des intervalles

Soitu etv deux éléments dé (1) tels queu<v.

Soitw un réel tel quei<w<v.
Il existe deux réels, et x, tels quef (x)=u et f (x,)=v.

1% cas ix < X,
On considére I'ensemblE = {t el/t<x, etf(t)< W}.

1°) Démontrer qUE = & .

En déduire qu& admet une borne supérieare
On va démontrer qué (z)=w.

2°) Démontrer quef (z) < w par l'absurde.
3°) Démontrer que die |z,x,], alorst E.
En déduire quef (t) > w. Etudiedim f . Conclure quef (z) > w.

e .
2°cas x> X,



Mme Pavageau

TS exercice 9 : propriété des valeurs intermédiaiiee démonstration

I. Soit f (1)=R, une fonction continue sur un intervalldeR.
aetb sont deux réels de | tels gae<b.On supposef (a) < f (b).
Soitk un réel tel quef (a) < k< f (b).

On définit les suitega,) et (b,) de la fagon suivante :

a,=a eth,=b et, pour tout entier nature)

Si f(a";b"j<k,alorsa“=a”;b” eth,, =bh,.

si f(a“i;rb"j>k,alorsam1:an etbml:a“;b“.

1°) Démontrer que, <a, <b, <b,eth-a = %(bo— a,).
2°) Démontrer que :
a) la suite(a, ) est croissante, la suifé,) est décroissante &neN a, <b, eth,,-a,, = %(bn -a,).

b) YneN f(a)<k< f(b,) etbn—anzz—ln(b—a).

Que peut-on déduire de a) e b) ?

3°) Soitc la limite commune des suif@,) et (b,). Quelle est la valeur dé(c) ?

1. Application : On donne I'équationx® + x=3 (E)
1°) Montrer que I’équatiorQE) admet une unique solutien
2°) Déterminer une valeur approchéend10° prés.

X+x=3



