TS Exercices sur les nombres complexes (3)

Déterminer une écriture trigonométrique des nombres complexes suivants :

2, =—\3+i;2,=-17 ; 2,=5i ; 24:—6\/§+6i§ z,=-1-i; Zg:%—?i.

Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

m™ . . T m . . T m . . T
Z,=C0S ——isin — ; z,=-3| cos —+isin — | ; z,=+/3| c0OS ——isin —
' 6 67 ( 4 4] : ‘/—( 3 3)

[3]Onpose z=cos Z+isin =,
5 5

1°) Ecrire z sous forme exponentielle.
2°) Calculer z° sous forme algébrique.

iz
[4]Onpose z=¢ ®.
Calculer z° sous forme algébrique.

.

iz iz z
[5]Onpose z,=e 3, z,=e *, z,=-L.
ZZ

1°) Ecrire z,, z,, z, sous forme algébrique.

Z . PR T - T
2°) Calculer z, =— sous forme exponentielle ; en déduire cos — et sin —.
z, 12 12
4
1+i
[6]On pose z= (7)3
(va-i)
Ecrire z sous forme algébrique.
. . i nT.T
[7] Soit 6 un réel dans I"intervalle }5 : E['
Déterminer une écriture exponentielle du nombre complexe z=1+itan 0.
Soit 0 un réel dans I'intervalle ]~ ; n[. On pose z=1+¢".
-l
Calculer zxe 2 ;en déduire z sous forme exponentielle.
. . . . cos0+isin®
@ Soit 0 un réel quelconque. On pose z, =sin0+icosO et z, =—— .
cos6—isin @

Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes z, et z,.

Dans tous les exercices de [10]a[14], le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, \7).

On considére les points A(1 + i), B(4 + 5i) et C(5 - 2i).
Faire une figure.
Calculer Z = 2c~%A sous forme exponentielle.
Zg—1Z,
A I’aide du module et d’un argument de Z, déterminer la nature de ABC.

On consideére les points A(—4\/§—4i), B(—4\/§+ Gi) et C(\/§+ i).

Méme question qu’a I’exercice 10 .
Déterminer une équation paramétrique complexe du cercle C de centre A(- 1~ i) et de rayon 5.

Quel est I’ensemble E des points M d’affixes z =1+ 2i+3e" lorsque 6 décrit R ?

Quel est I’ensemble E des points M d’affixes z=1+2 cos 6 +2 i sin 6 lorsque 6 décrit R ?

z-3+i

A tout nombre complexe z = —2, on associe le nombre Z = .
Z+

1°) Déterminer pour quelle valeur dezonaZ = 0.
2°) Soit z un nombre complexe distinct de — 2 et de 3 - i.

On note M son image dans le plan complexe P muni d’un repére orthonormé direct (O, u, \7).
On note également A et B les points de P d’affixes respectives —2 et 3 —1i.

Démontrer que (m ; WS) =argZ (2n).

3°) Déterminer et représenter :

e I’ensemble E des points M d’affixe z tels que Z soit réel ;
e I’ensemble F des points M d’affixe z tels que Z soit imaginaire pur.

On rappelle que :
ZeR* < argZ =0 (1) ; Ze(iR)* < argZ:g (n).

. . . . 1 1
1°) Démontrer que pour tout réel X, on a : sin xxsin 2x = 2 cos X—E cos 3X.

e _ e—ix ein _ e—in
X

Indication : on écrira sin xxsin 2x = 5 o
i i

2°) En déduire Jﬁsin Xxsin 2x dx.

0

1°) Développer [%} ol x est un réel quelconque. En déduire que sin‘x :% cos 4x—%cos 2x+§.
2°) En déduire J. sin“x dx.

0

. ‘ . 1 1 1
Démontrer que, pour tout réel x, on a : cos*xxsin’x = 16 €cos 5x —Ecos 3Xx +§cos X.

[19]Onposeu=1+i.

1°) Ecrire u sous forme exponentielle ; en déduire une écriture exponentielle de u .
. —n
2°) Pour tout entier naturel n, on pose S, =u"+u .

A I’aide du 1°), démontrer que S, =X, cos(%} ou A, estun reéel que I’on précisera.

3°) Pour quelles valeurs de n a-t-on S, =0 ?



Réponses
5n

zi=2(cos %Hsin FJ ; 2, =17(cos m+isin ) ; 23=5(cos g+isin gj ;

57 . . bn 3n) .. 3n b
z,=12| cos —+isin — | ; z. =~/2 —— |+isin| ——|]|; z,=c0S | ——
' ( 6 6) = f[cc’s( 4j+ ( 4]J : (3j

Il faut utiliser les formules trigopnométriques pour transformer les écritures.

Pour z,, on utilise les formules cos(—6)=cos 6 et sin(—-6)=—sin 6.

T .. T
2, =C0s | —— |+isin | —=
( Gj ( 6]

On s’arréte la car on a déterminé une écriture trigonométrique de z,.

Pour z,, on utilise les formules cos(n+6)=—cos 6 et sin(m+6)=—sin 6

50 . . 5m) .
z,=3 cosT+|smT ;

T, .0W A T s 5t . . 5n
z,=3| —Ccos ——isin — |=3|cos | t+— [+isin | m+— ||=3| cOS—+i Sin—
4 4 4 4 4 4

T

[3] z=cos Z+isin =
5 5
19 z=¢'s
x 10
2°) Z“’—[e'f?J —eZ"=cos2n+isin2n=1+ix0=1

On reste avec la forme exponentielle.
Ensuite, on passe de la forme exponentielle & la forme trigonométrique.
On passe enfin de la forme trigonométrique & la forme algébrique.

EZG:—QHQ
2 2
[5]19) zl=1+i£ ; zz=—2+£i ; 23=\/E+\/E+i\/g_\/E
2 2 2 2 4 4
2°) cos £=M et sin £=\/6_\/§.
12 4 12 4

@ Meéthode : écrire 1 + i et \/3—i sous forme exponentielle (sinon il y aurait trop de calculs).
On passe par I’écriture exponentielle avant de revenir a la forme algébrique.

1+i:x/§eiz
Ja-i=2e'¢

On utilise ces deux résultats pour effectuer le calcul de z.

2 @ .

7= = = = =—_

[Zei ]3 sz 8(-0) 2 2

On remarquera Iutilisation de la « plus belle formule des maths » (e'™ =—1) lors du calcul du numérateur.

ola

[7]z=1+itan®

La méthode habituelle pour déterminer une écriture exponentielle du nombre complexe z serait normalement de
calculer le module et un argument de z.
On va cependant procéder autrement en transformant I’écriture algébrique de z.

Rappel : tanO:w.

cos0
sine_cose+. sing 1
cosO cos® cosO cosO

Or ee}—g ; g[ donc cos6>0.

z=1+itan 0 =1+i

(cos B +isin 9)=i e
cos 0

Par conséquent, I’égalité z = oy " donne une forme exponentielle du nombre complexe z.
cos

Lo B R B
[8] zxe 7 =(1+€)xe 2=e 2+e2:ZCosg (formule d’Euler)

20059 L

=2cos —e?
2

Onadonc: z=——

e

Il faut dire pourquoi cos g> 0.



Or 8¢e]-n; x| par hypothése. Donc ge }—g ; g[

On en déduit que cos g> 0.

On peut donc dire que I’on a déterminé une forme exponentielle de z.

i[Z-0 ) .
[9] 2, =cos (g—ejﬂsin (g—ej=e[2 ) ; Zz:eefie:e'(e*e):ez'“.

Z=-i=e 2 ;ABC est rectangle isocéle en A.
Solution détaillée :
Faire une figure comme I’énoncé le demande.

Méthode : on commence par calculer la forme algébrique de Z.

z

Z,—-2, A+5i—(1+i) 4+5i-1-i 3+4i (3+4i)(3-4i)

Or —i=0+ix(-1) =cos(—gj+i sin(—gj —e'?

Z=¢ 2
Module de Z :
1Z|=|e'?|=1 (car vOcR e |=1)
‘Z‘=ZC_ZA :‘ZC_ZA‘:LC
2,-12,| |2z3-2,| AB

Donc AC =1 dot AB=AC
AB

On en déduit que le triangle ABC est isocele en A.

Argument de Z :

arg(2) =arg[ei;J =—§ (2n)

Zg—Zp

Or arg(Z)=arg [ZC_ZAJ:(E,A—C)

(A8, A—C):—g (2n)

9+16

25

_2c-2, _5-2i-(1+i) 5-2i-1-i_4-3i (4-3i)(3-4i) 12-16i+12i°-9i _ 25i

On en déduit que le triangle ABC est rectangle en A.
Conclusion :

Le triangle ABC est rectangle isocele en A.

Z=e '@ ; ABC est quilatéral.

Solution détaillée :

On calcule Z d’abord sous forme algébrique puis en forme trigonométrique, et enfin en forme exponentielle.

z

Cz,-1, —4\/§+6i—(—4\/§—4i) 10i 10i 2i
AT n iz P i .
=C0S (_Eszm (—§j=e 3 (par définition, e¢'° =cos 0+isin0)
Module de Z :
|Z]=|e'|=1 (car voeR |€°|=1)
‘Z‘: Zc —Zp :‘ZC_ZA‘:&
Zo-2, | |z5-24| AB

Donc AC =1 dou AB=AC
AB
On en déduit que le triangle ABC est isocele en A.

Argument de Z :

arg(2) =arg[ei;] =—g (2n)

Or arg(Z)=arg [ZC_ZAJ = (AB, AC)

Zg — 12,

(78, A—C):—g @r)

On en déduit que le triangle ABC a un angle de g radians.

Conclusion :

Or si un triangle admet un angle géométrique de 60° et deux cotés de méme longueur alors ce triangle est

équilatéral.
Donc le triangle ABC est équilatéral.

2= _ ‘/§+i_<_4‘/§_4i) :5x/§+5i:5(‘/§+i) \/§+i:<\/§+i)“=_i‘/§‘1=1_iﬁ



Le cercle C a pour équation paramétrique complexe z=-1-i+5¢" (6eR).

On reconnait une équation paramétrique complexe de cercle.
E est le cercle de centre A(1+2i) et de rayon 3.

2=1+2c0s 0 +2isin 0 =1+2(cos 0 +isin0) =1+2e"
On reconnait une équation paramétrique complexe de cercle.
Donc E est le cercle de centre A(1) et de rayon 2.

Solution détaillée :

1°) Déterminons z tel que Z = 0.

z—-3+i

Z=0 & =0& z=3-i

2°)z#—-2etz#3-1i

z-3+i
z+2
=arg(z-3+i)-arg(z+2)

argZ =arg

3°) E est la droite (AB) privée du point A ; F est le cercle de diamétre [AB] privé du point A,

Solution détaillée :

Soit M un point du plan distinct de A et B.

MeEsZeR

< argZ=0(n)

o (m, Wa) =0 (n)
Le point B appartient & I’ensemble E car pour z=1z,, Z =0 qui est réel.
Donc E est la droite (AB) privée de A.

On écrit : E = (AB) \ {A}

Soit M un point du plan distinct de A et B.

MeF&aZe(R)
SargZ= g (m)
=~ 5\ T
< (MA, MB)== (&
( )= @
Le point B appartient & I’ensemble F car pour z=2z,, Z =0 qui est imaginaire pur.

Donc F est le cercle de diamétre [AB] privée de A.

Faire une figure.

1°) Formules d”Euler pour le sinus et le cosinus

e Lo
c0s0 =

sinf =

e’ +e™ =2cosH

e’ —e ™ =2isind

i 4-i2x

. . —€ € e
sin xxsin 2x = — X
2i 2i
B eixei2x _eixe—i2x _e—ixei2x+e—ixe—i2x
-4
B eisx _e—ix _eix +e—i3x
4
(ei3x + e—i(!x ) _ (eix + e—ix )
- 4
_2.c0s 3x—2 C0S X
4
1 1
== COSX—— CO0S 3X
2 2
2°)

. 3n

2

_(1_-1)(0_0y 1.1 2
2 6 2 6) 2 6 3

. T
x x : : Z | sin- sin— . ;
sin(3x0
'[Zsin Xxsin 2x dx=J‘2 1cosx—lcos3x dx = sinx _ sin3x 2_ 2 |_ ﬂ—&
0 0o\ 2 2 2 6 |, 2 6 2

6

|



1°) Utiliser la formule du binéme de Newton et le triangle de Pascal ; il s’agit d’une linéarisation
d’expression trigopnométrique.

EEO N W

2i (2i) T 16

On fait le triangle de Pascal.

PR e e
BWN R
o W

[5

Grace aux coefficients de la derniére ligne, on peut écrire le développement de (a+b)*

(a+b)’ =a*+4a’h+6a’h” +4ab’ +b* (formule du bindme de Newton)

(e" —e"*)4

16

(eix)4 _4(eix)3 e +6(eix )2 (e—ix)z _4e™ (e—ix)3 +(e—ix )4
- 16
|2x —2ix 4e e—Slx e%ix
16
|4>< 4e|2x + 6e|0 4e—2ix +e—4ix
16
(e|4x + e%lx) _4(e|2x +e—2|x) +6
16
_2cos 4x—4(2 cos 2x)+6
- 16
_ 2.c0s 4x—8 cos 2x+6
N 16

sin*x =

|4x i3x 4 —ix

—4e"e™ +6e

_ C0Ss 4x—4cos 2x+3
8

2°) I sin*x dx 3
o 8

Détail des calculs :

J' sin‘ dX:J' c0s 4x—4 cos 2X+3 dx
0 0 8

= (Ecos4x—10052x+§j dx
o \8 2 8

[sin4x sin 2x 3x}“
— +7
0

32 4 8
sindn_sin2n 3 sin0 sin0
+ ——— 0
( 32 4 8} (32 4 j

=[0-0+ 3;) (0-0+0) *

I sin“x dx _3n
o 8

* On peut éventuellement tracer un cercle trigonométrique au brouillon pour lire les valeurs de sin 4r et sin 27.

ix —ix )3 ix —ix )2
C0153x><ssin2x=[e e jx[e 2.e j

2 i
(e +e"*) X(e‘*—e"*)2
8 2
(% +3e™e™ +3e"e ™" +e ) (e —2e"e " +e ")
32
(6% +3e"+3e 7 +e ) (e —2+e7")
32

e|3x 2ix 2e|3x+e|3xe 2|x+3e|x 2ix Geix+3eixe—2|x+3e—|x 2ix 6e ix +3e—|xe—2|x e—|3x 2ix 26—|3x e—i3xefzix
32

|5>< 2e|3x+e +3ei3x_66ix+3e—ix+3e 6e—|x+3e—3|x 2e—|3x e—i5x

32

ei5>< + e—isx + ele + e—le _ 2(eix +e—ix)
32

_ 2 oS 5X +2c0s 3x—4 cos X
32

1 1 1
=—— C0S 5X—-—C0S 3X +—-C0S X
16 16 8



n

[19]19 u=v2e'* ; u=v2e '*

2°) S, =u"+u"

=(+2) x Zcos(%J (formule d’Euler : e +e =2 cos 6)

On en déduit que S, =2, cos(%nj avec A, = zx(ﬁ)" =(\/§)M.

395, =0 cos(%”j:o

M=g+kn aveck e N

0

4
= D=1+k aveck e N
4 2

< n=2+4k aveck e N

Rappel : cosx=0 < x=g+kn (keZ)

Solutions détaillées

Ecriture trigonométrique

Rappel :

z=x+iy (z=0)

r=yx*+y’

X=r c0s0
y=rsin®

0 est I’argument de z
r est le module de z
o 7, =—/3+i

Calcul du module r,
r=|z = \1+(v3) =VA=2

Calcul d’un argument 0,

=1,C0s0
Onsaitque:{x1 T
Yy =1sing,
c0s0, = 3
_ - 1= 5
Ona 3 _2cosei donc 2
1=2sin0, . 1
sm91=§

91=5§+2kn (keZ)

5t . . 5n
2,=2 cos€+|sm?

o 7,=-17
Calcul du module r,
n=|z, |=y(-17)" =17

Calcul d’un argument 0,

-17=17c0s0 cos0, =-1
on i 2 donc 4 °
0=17sin6, sinB, =0



0,=n+2kn (keZ)
2, =17(cosn+isin )
e 7,=5i

Calcul du module r,
r=|z \=\/5—2=5

Calcul d’un argument 05

0=>5co0sH c0s0,=0
Ona "3 donc {0 ®
5=5sin6, sinB, =1

93:g+2kn (kez)

T . . T
Z, :5(COSE+I smgj

©7,= —64/3+6i
Calcul du module r,

r,=| z, |=+/108+36 =144 =12

Calcul d’un argument 0,4

Ona {_6\@ 120080, e

6=12sin0,

On en déduit que 0, :%c+2kn (kez)

Z, =12(cos%n+i sin %nj

oz, =-1-i
Calcul du module rs

=]z ‘:\/(_1)2 +(-1) =2

Calcul d’un argument 05

cos0, =——

. 1
sing, =3

ol

* donc

~1=+/2cos0 €00, =——~
Ona
—1:\/§sin95

sinf, =———
©2
Donc 95=57“+2kn (kez)
zS:ﬁ(coss—aninS—nj
4 4

1 43

®z,=———Ii

2 2

Calcul du module r;

2 2
L=z |= (i) +[—f] = %+%=1

Calcul d’un argument 0¢

1
5 =¢cos 0,

Ona
V3

e sin
Donc 6, =5?Tc+2kn (kez)
5t . . bm
2, =C0S— +isin—
3 3
(autre écriture possible : z, = cos(—gj +isin (—gj)
Ecriture trigonométrique

m .. T Lo . Lt N .
® 7, =C0S g—l sin g n’est pas un écriture trigonométrique a cause du — devant le i.



.z =—3(cos %+i sin gj n’est pas un écriture trigopnométrique a cause du — devant le 3. Z, =ei% =cos%+ising=?2+i§
1+|£
z,=3| —cos Z—isin * 7,=-2_ 2
? 4 4 T2 2
2 2
cos| n+ 2~ |=—cos™ - 1+iv3
4 4 P V2+i2
sin(n+gj=—sin% (1+i\/§)(\/§—i\/§) ( ise . dud )
z,= on utilise la quantité conjuguée du dénominateur
(V2 +iv2)(v2-iv2)
2, :3(005 %’Hi sin%"} (1+43)(v2-iv2)
3= 2 2
(2] (i)
o 2,=+3| cos Z—isin X Zs:ﬁ_l 2416446
3 3 3 2+2
i(—x/i+\/€)+ 2++/6
53 B
cos 3 =cos§
sinl =® 1= —sin ™ 2°) Calculons z, 24 sous forme exponentielle ; déduisons-en cos T et sin -
3 z, 12 12

w|A

T .. T
COS—+isin—
12 12

T .. b i Sz m n
z, :x/§(cos (_EJH sin (_Ejj 2 =§—1=Z—i=el [E’ZJ _e12
2

z=c0s %+isin g

En identifiant les parties réelle et imaginaire de z,, on obtient cos % =7

1°) z=¢5

2O 0n
2°) 7 = e5J =e 5 =’ =1

i3 i’ Z
lee 1L =et, =—

Z2
1°) Ecrivons z,, z,, z, sous forme algébrique.
iz T .. n 1 .43
z,=¢e? =c05—+|sm—=—+|£
3 3 2 2

\/Eh/ie sin




Rappels de formules de trigonometrie

b T T b 27 3n 51
X 0 — — — — — — n
6 4 3 2 3 4 6
Cos X 1 ﬁ ﬂ 1 0 1 _ﬂ _ﬁ 1
2 2 2 2 2 2
sin X 0 1 ﬂ ﬁ 1 ﬁ ﬂ 1 0
2 2 2 2 2 2
tan x 0 1 1 NE) 3 1 1 0
NE] - - V3

cos(—x)=cos x

€os(m+X)=—C0s X

€os(m—X)=— cos X

sin(—x) =-sinx

sin(m+x)=-sinx

sin(n—x) =sinx

cos(a+b)=cosa cosb—sinasinb
cos(a—b)=cosacosb+sinasinb
sin(a+b)=sinacosb+sinbcosa
in{a—b)

=sina cosb— sinb cos a

cos(2a) = cos’a-sin’a
cos (2a)=2cos’a-1
cos (2a)=1-2sin’a

sin(2a)=2sina cos a

2 1+cos2a
Cos" a= ?

2 1-cos2a

sin“a=
2

2cos?a=1+cos2a
2sin?a =1-cos2a

cosa=cosh sietseulementsi a=b+2kn (keZ)oua=-b+2k'n (k'eZ)
sina=sinb sietseulementsi a=b+2kn (keZ) oua=n-b+2k'n (k'eZ)




