Exercices sur ensembles, applications, relations

Déterminer une CNS pour qu& B= Al B. Faire une démonstration ensembliste (sans utiése
éléments).

SoitA etB deux parties d’un ensemtite
Démontrer queA\( A\ B)= AN B.

SoitA etB deux parties d’un ensemtite
Démontrer que sA(NB= A et AUB= A, alors A= B.

E SoitA, B, C trois parties d’'un ensembie
Démontrer que sSAUC= AU Bet ANC= AN B, alorsB=C.

SoitA, B, C trois parties d’'un ensembie
Démontrer queANC= AN B < AﬂEE B= AﬂEE C.

(Indication : utiliser les fonctions caractéristiques).

@ SoitA, B, C trois parties d’'un méme ensemBle

Démontrer qug A\ B)U(B\Q)U(C\ A=( AJ BJ G\( M B ¢.

Soitf une application d’un ensemiedans lui-méme telle qué o f = f .
1°) Démontrer que $iest injective, alorsf =id .
2°) Démontrer que diest surjective, alorg =id. .

La propositiorP : « 3(a; b) e (R\@)z, a> 0 tel quea® € Q » est-elle vraie ou fausse ?

@ Démontrer que la propositidh: « Il existe un nombre irrationnelel quex‘/E soit rationnel. » est vraie.

Indication :
Considérer les propositiors: « (\/5) cQ »etB:« (\/5) zQ ».
(On ne demande pas de déterminer laquelle desptepgrsitionsA ou B est vraie).

SoitE un ensemble. On considéere deux applicatfaig deE dansk telles quef ogo f=g (1) et
gofog="1f (2.

Démontrer que si 'une des applicatidrig est injective ou surjective, alors elles sontésues deux
bijectives.

Point de départ :

1°) L'injectivité def implique immédiatement celle de

Démontrer alors la surjectivité geen partant d’'un élément &

2°) De méme, la surjectivité deimplique celle de ; il faut alors démontrer I'injectivité dgen partant de
deux éléments dé ayant la méme image.

Rappel :

go f injective=-f injective

go f surjective= g surjective

SoitE un ensemble.
On dit qu'une applicatioh deE dansE estidempotentelorsquef o f = f .

Soitf une application idempotente BelanskE.
Démontrer que diest injective ou surjective, alofs=idg .

SoitE un ensemble fini de cardinal Soit.% une relation d'équivalence sbr On notek le nombre de
classes d'équivalence. On pase- card{( x;y)e B I x#® )}

Le but de I'exercice est de démontrer que I'ckna> rf .
1°) Pour tout couplex(; y) d’éléments dé&, on poses, , =1 six#yet s, , =0 sinon.

Justifier que I'on am= z By y-
(x; y)e E?

2°) Soitx un élément fixé daris. Que vaut » 3, , ?
yeE

3°) On noten,, n,, ..., n, les cardinaux des différentes classes d’équivalenc

En écrivant quem= 3,y démontrer que m= n? +...+ n’.

xeE yE
Indication :
Noter C;, C,, ..., C les différentes classes d’équivalencedect écrire
m= E E By ytt E E Sy y-
xeC yeE xG ¥E

4°) Conclure en utilisant I'inégalité de Cauchy-@ealntz (pour les vecteuksdimensionnels).

Rappel de l'inégalité de Cauchy-Schwartz :

Soit (X5 % ;-5 %) €t(¥: Yai.. %) deuxk-uplets de réels.

k
Ona: iny|
i=1

SoitA, B, C trois parties d’'un méme ensemile
Démontrer que, SA(1Cc BN C et AUCc BUC, alorsAc B.

SoitA etB deux parties d’un ensemtie On noteAA B=( A\ B)U( B\ A.
1°) Démontrer qué A B=( AU B)\( A1 B.

2°) Caractériser dans chaque cas, les pakte®B deE vérifiant I'égalité proposée :
AAB=ANYB; AAB=AUB; AAB=A\B; AAB=J.



[15]Soitf,, f,, ..., f, des applications d'un ensemiilelans lui-méme telles qug o f, o ... o f, soit
injective et f, o f,; 0 ...0 f; surjective.
Démontrer quef, , f,, ..., f, sont bijectives.

[16]Soitf,, f,, f, trois fonctions d& dansR.

Expliguer la signification puis donner un exemplaphique des propriétés suivantes :
a)Vvie{l,2,3 3FJaeR telquef (a)=1.

b)3ie{1,2,3 vaeR f(a)=1.

c)vaeR  3Jie{1,23 telquef (a)=1

d)JaeR Vie{1,2,3 f(a)=1

e) VacR vie{l,2,3 f(a)=1

f) JaeR Jie{1,2,3 telquef (a)=1

On considere la fonctidndéfinie surR par f (x) = x si xe Q et f (x)=1-x si xgQ.
Démontrer qué est involutive.

SoitT, X, Y trois ensembles.

Soitf une application d& dansX etg une application d& dansY.

On suppose quieest surjective.

Pour tout élément deX, on noteF, I'ensemble des antécédentsxdgarf.
On suppose que pour touappartenant X, g est constante si.

Pour toutx deX, on noteh(x) 'image parg d’'un élément quelconque &
1°) Démontrer que 'onah o f=g.

2°) SoitB une partie de.

On poseA=g*(B).

Démontrer quen*(B) = f( A).

SoitE, F, G trois ensembles. On considére une applicdtateE dansF et deux applicationg, et g, de
F dansG.

On suppose qufeest surjective et 0 f=g,0 f.

Démontrer queg, = g,.

Soitf une application d’'un ensemble E dans un ensemble F
Démontrer qué est injective si et seulement si pour tout copleB) de parties de Eon a :

f(AAB)=f(A)AT(B).

Soitn un entier naturel non nul. On poe= {-1;1}".
Soit Sla fonction définie d& dansR par S( X; % ;...; X)= X+ x+..+ X DéterminerS(E).

Soit A, B, C trois parties d’'un ensemble E.
Comparer(ANB)U(BNC)U(CNA) et(AUB)N(BUC)N(CUA).

SoitE etF deux ensembles.
Soitf une application de dansF etg une application dé dansk.
On suppose qué o go f est bijective.

Démontrer qu’alor$ etg sont bijectives.

Soitf : R2—> R? définie par f (x; y)=(x+ y; ).

1°) Prouver, avec le minimum d’arguments, mais d@aunaximum d’efficacité, que n’est ni injective ni
surjective.

2°) On considére un élémefd ; b) e R.

Déterminer une condition nécessaire et suffisaote que(a; b) admette au moins un antécédentfpar
Déterminer suivant la position du point(kf; b) dans le plan muni d’un repére le nombre d’antéutsdde
(a; b) parf.

Déterminer les antécédents (d; b) parf.

(Indication : Il faut se rappeler le résultat suivant sur ledmme du second degré : si I'on connait la somme et
le produit de deux nombres, ils sont solutions d’@guation du second degré.)

On considére quatre ensembles E, F, G, H etdppficationsf: E-> F,g: F—> G eth: G— H.
Démontrer que@ o f et ho g bijectives)= (f, g eth bijectives).

SoitA etB deux parties d’'un ensemtie
Simplifier :
(ANB)U(ANB) ; (AUB)N(AUB) ; (ANB)U(ANBU( M BU( A1 § ;

(AUB)N(AUBN(AJ BN(AJ B.

SoitA, B, C trois parties d’'un ensembie
Démontrer que sE= AUBU C,si ANDc B, BNDcC,CNDc A, alorsDc ANBNC.

Soit E et F deux ensembles ehe application de E dans F.
1°) Démontrer queY (A ; B)e(? (E))? f(A) A f(B) — f(A AB).
2°) Démontrer quéest injective si et seulement 8i(A ; B) (9 (E))? f(A A B) < f(A) A f(B).

Soit E, F, G trois ensembles et deux applicatfors—> F etg: E— G.
On considere 'applicatioh: E— Fx G .

x> h(x)=( (%, o(%)
1°) Démontrer que $ioug est injective, alork est injective.
2°) Dans cette question seulement, on supposé gsel'application [ ; [ — R?

X (sinx, x2)

h est-elle injective ? Méme question pbetg.

3°) Démontrer que $i est surjective, alorfsetg sont surjectives.

4°) Démontrer a I'aide d’un contre-exemple queslgiproque est fausse (c’est-a-dire : donner unkcagipn h
non surjective telle quieetg soient surjectives ; justifier la réponse).

Soit E un ensemble. On note A et B deux parties.de
On considére I'applicatiori: 2 (E) > & (A) x # (B)

X — (X NA, X ﬂB)
1°) Déterminer les images pladed, E, A, B, AUB, AN B.
2°) Démontrer quéest injective si et seulementAiUB =E .
3°) Démontrer quéest surjective si et seulement’s1B=9.

Indication : on pourra considérer la partie X #¢E) telle quef (X) = ({xo} @), avecx, e ANB.

4°) Déterminer les conditions pour gusoit bijective ; donnerf ™ dans ce cas.



Soit A et B deux parties d'un ensemble E.
Démontrer que 'ona: A B< ANB =A.

On poseG = U;.
1°) Démontrer que I'applicatiohn: G— G est une bijection.

z—

2°) CalculerH (1+ o+ ozz) .

aeG

Soitf une application de E daf¥E).
Démontrer queA = {x<E /xe f(x)} n'a pas d’antécédent parConclure.

L'applicationf deZ dansZ définie parf (n) = n+(-1)" est-elle une bijection ? Si oui, préciser la
bijection réciproque.
Méme question avec 'applicatigndeZ dansZ définie parg(n)= n+(- 1)"”.

Il est intéressant d'étudier I'application NedansN.

Soitf : x — cog( cox).
1°) Déterminerf (R) (sous la forme la plus simple possible).

2°) Donner une condition nécessaire et suffisaottapt sur deux réelsety tels quef (x) = f(y) (sous la
forme la plus simple possible).

1°) Pour tout entier naturalnon nul, on posey, ={1, 2,3....n} .

m m
m étant un entier naturel non nul donné, précisaceh des ensembles suivan’s :IA et A.
i=1 i=1

2°) Pour tout entier naturalnon nul, on pos®, ={ke N/ k> r}.

+o m
m étant un entier naturel non nul donné, précisecuhaes ensembleﬂB, etl IBI .
i=1 i=1

On considére l'applicationf : R — R.

Xi— X2

Déterminer I'image directe pades intervalle§1; 3], [-4;- 2], [-1;5], ]-»;-1.

Soitf : R2— R2 définie par f (x; y)=(x+ y; x- ).
Démontrer qué est bijective et déterminer sa bijection récipmg

[39] soitf : x— x| x|.

Démontrer qué est une bijection d& dansR et déterminer sa bijection réciproque.

Soitf : x— 2x+3

x—1"
Déterminer f (R\{1}).

Soitf la fonction deC dansC définie par f (z) = Zii
Z_

Déterminer f ((C\{l}).

Soitf une application d& dansZ telle que pour tout entier relatif on ait[f (n)]2 <n?.
Démontrer que diest injective alor§ est bijective.

[43]On poseE={(x ¥, )eR* /3% y = (.
Donner trois éléments de

SoitE un ensemble et une applicatiorE — E.
Démontrer que pour tout élémende E x point fixe def = x point fixe def o f .

SoitE un ensemble et une applicationE — E.

On considére la suitéun) définie sulN par son premier terme, € E et la relation de récurrence

Upg = F(Uy).
Démontrer que la suitfu,) est constantes f (Uy) = Uy.

Soitf une application d'un ensemttedans lui-méme.

Soit (u,) une suite définie su¥ par la donnée de son premier terages E et la relation de récurrence
Una = f(U,). On suppose qu'il existe un entier natupek 1 tel queu, = U;.

Démontrer que la suitf, ) est périodique de périoge

Applications :

@ Soita etp deux réels strictement positifs. On considéreiitegu,) définie sulN paru,=a, u,=p et

1+u, .
=——"11 pour tout entier naturei > 2.

un—Z
Calculeru,, u,, u,, Us.

Que peut-on dire de la suife, ) ?

n

@ On considére la suit(mn) réelle définie suN par son premier terme, et la relation de récurrence

Upyp =1+ (= 1)n u, pour tout entier naturel
Démontrer que la suitfu, ) est périodique.

® On considére la suit@l, ) définie surN par ses deux premiers termgs= a et u, = boua etb sont des

réels ainsi que par la relation de récurrenge= u,,, — U, pour tout entier naturel
Démontrer que la suitfu, ) est périodique.



Soitf une application d’un ensemtifedans lui-méme.
On suppose qu'il existe un entigr>1 tel que f * =id.
Que peut-on dire de la suife,) définie par la donnée de son premier tete E et la relation de récurrence

Upg = F(Uy) ?

I C->C S .

L’applicationf : est-elle injective ? surjective ?
Zr €°

Préciserf (C).
C »c

L’applicationf : 1 est-elle injective ? surjective ? bijective ?
Z> Z+=

z

SoitA, B, C trois sous-ensembles d'un ensentblels queAU B= AN C, BUC= BN Aet
CUA=CN B.
Démontrer queA= B=C.

Le plan complex® est muni d’un repére orthonormé diréﬁl,ﬂ,i/).

On note A le point d’affixe i et on pose = P\{A} .

On notef I'application deP” dansP qui, & tout point M d@”, d’affixe z= i, associe le poinkl' d’affixe
iz

z-i

1°) Déterminer les points invariants gar

2°) Déterminer f (P) .

3°) Démontrer quéétablit une bijection dB” dans lui-méme et détermindr*. Que constate-t-on ?

OnposeC =C\{i}.On noteé I'application deC" dansC définie parf (z) :i
z-i
1°) Déterminer f (C)

2°) Démontrer quéétablit une bijection d&” dans lui-méme et détermindr *. Que constate-t-on ?

On poseC” =C\{1}. On notef I'application deC" dansC définie parf (z) =Z;i.
Z_

1°) Déterminer f ((C) .

2°) Démontrer quéétablit une bijection d€” dans f ((C) et déterminerf ~*. Que constate-t-on ?



Corrigé

Démontrons quA(1 B= AU B= A= B.
1¥®*méthode : On démontre la double inclusion
Ac AUB= A\ Bc B

Bc AUB= A Bc 2

2° méthode : On utilise les fonctions caractéristiue

1,+1,- 21,1,= C
12 +1,2-21,1,= C

La fonction caractéristique d'un ensemble élevaéraporte quelle puissance donne la fonction
caractéristique.

Idem[1]
a=eeth=In2
@ Si A est vraie, alor® est vraie(x: \/E) .

NA
Si B est vraie, alor® est vraie(x = (\/E) ] .

1°) On suppose queest injective.
Démontrons qug est surjective.

vze E (fogof)(2)=9(2 et(gofog)(g= (2

Soitye E.
(gofog)(y)=f(y
a[foa(y]=f(y

On pose z= fo g( y).

(
L'injectivité def entraing(g o f)(z)= y doncg est surjective.

idem|7]
On prendxe A.

Ily a deux cas:
1% cas:xeC
2°cas:x¢ C

On commence par effectuer les calculs des imag@asimal d’entiers (éventuellement grace a la
calculatrice).

£(0)=1, f(1)=0, f(2)=3

On peut aisément conjecturer duest bijective.
Pour le démontrer, on raisonne par analyse-synthése

On obtient I'expression de la bijection réciprogied : f~*(x) = x+(-1)".
Autrement dit, f * = f . On en déduit quE est involutive.

1°) f(R)=[cos1;] (on peut le vérifier graphiquement)
2°) f(x)="f(y) (1)

COSX= COSy

Q)& ou
COSX= — COY

On doit aller plus loin pour donner des conditioBsessaire et suffisante suety.
On utilise la notation du cours (on a le droit déiliser sans probleme).
f([1:3)=[1:9), 1(-4:-2)=[4:28, 1([-1:8)=[0: 28, 1 (J-o0i 1) =Juis .

(28] On poseE={(x y,)eR*/3x y z 0.
Donner trois éléments de
(0,0,0, (0,19, (1,49



Questions de cours

Soitf une application d’'un ensemifedans un ensemble

Donner la définition de f est surjective »; donner une formulation sous forme de phrasetfién

Donner un exemple d’application surjective.

Traduire sous forme de phrase quantifiée la préposi f n'est pas surjective »

Soitf une application d'un ensemtitedans un ensemblke

Donner la définition de& f est une application injective » donner une formulation sous forme de phrase
quantifiée.

Donner un exemple d'application injective.

Traduire sous forme de phrase quantifiée la proiposi f n'est pas injective »

Donner la définition d@ = Q.

Donner la négation d@ = Q.

Donner la contraposée &e= Q.

Image directe ; image réciproque d'une partieyver application.

Définition d’une application bijective ; bijectio®ciproque. Caractérisation.
@ Graphe fonctionnel ; fonction.

Relation d’équivalence. Définition ; classes d'&glence ; propriétés.
Image réciproque d’une partie (définition et piéf#s).

@ Relation d’ordre. Majorant, minorant, plus petérent, plus grand élément.
Composée d'applications (définition, exemplesreppétés).

Donner la définition dé& \ B ou A etB sont deux parties d’'un ensemBle

Donner la définition d’une application injectivdune application surjective et d’une applicatigjettive
d’'un ensembld& dans un ensembfeen utilisant les mots : « antécédent », « auplysau moins ».

Dans un ensemble ordonné, partie majorée, minbogage.
Plus petit élément, plus grand élément : définidopropriété d’unicité.
Maximum et minimum.

Relation d’'ordre. Relation d’ordre total, relatidiordre partiel.

Relation d’ordre dan¥ x N. Ordre lexico-graphique.

Soitf une application d'un ensemtfedans lui-méme. Soffu,) une suite définie par la donnée de son
premier termeu, € E et la relation de récurreneg,, = f (u,).
Démontrer que la suitf, ) est constante si et seulementgiy) = Uy,.

Anoter : Dy, =Dy N (D)



