TS 3 Devoir pour le vendredi 24 octobre 2009

I. Dire si chacune des phrases suivantes est vraie ou fausse.
Justifier lorsque c’est vrai ; donner un contre-exemple lorsque c’est faux.

1°) Si f est une fonction définie et décroissante sur un intervalle de la forme [a;+oo[ ol a est un réel, alors
lim f(x)=-o.

X—>+0

2°) Soit f et g deux fonctions définies sur I’intervalle [0; + o[ , g ne s’annulant pas sur cet intervalle.

Si lim f(x)=+et lim g(x)=-co,alors lim f(x):—l.

X—>+00 X—>+0 X—>+00 (J (X)

3°) Sif est une fonction définie sur I"intervalle [0 +oo[ telle que pour tout x &[0 ; + oo onait 0< f (x)< Jx,

alors Iim M: 0.

X—>40 X

_1
3+2sinx’
1°) Justifier que f est définie sur R et démontrer que f est bornée sur R,

I1. On considére la fonction f définie par f (x)=

2
2°) A I’aide du 1°), déterminer les limites en +oo des fonction g et h définies par g (x) =
3+2sinx

h(x)

—X

e
3+2sinx

2—/3x-2

I11. On considére la fonction f définie par f (x)=——=— .
2X+5-3

1°) Déterminer I’ensemble de définition D de f.
2°) Etudier la limite de f en 2.

IV. On considére la fonction f définie par f (x)=+/4x*+1-2x.

1°) Déterminer I’ensemble de définition D de f ; en déduire que la limite de f en +oo est envisageable.
2°) Vérifier que I’on se trouve dans un cas d’indétermination que I’on précisera lorsque x tend vers +oo.

3°) A I'aide de la quantité conjuguée ~4x* +1+ 2x, lever I’indétermination et donner la limite de f en +oo.
On observera préalablement que la quantité conjuguée est strictement positive pour x>0.
Vérifier le résultat obtenu en utilisant un logiciel de tracé de courbes sur ordinateur (par exemple Geogebra).

V. On consideére la fonction f définie sur R par f (x)=cosx e™.

1°) Démontrer que pour tout réel x, ona: —e™* < f (x)<e™.

2°) En déduire la limite de f en + oo.
Vérifier le résultat obtenu en utilisant un logiciel de tracé de courbes sur ordinateur (par exemple Geogebra).

. ) 1
V1. On considére la fonction f : x — x%sin=.
X

Déterminer lim f (x).

x—0
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1°) Faux

0.

La fonction f: x— T ail est une fonction définie et décroissante sur [a;+oo[ et lim f(x)=
—a+ X—>+00
2°) Faux
On consideére les fonctions f et g définies sur [0;+oo[ par: f(x)=x* et g(x)=-x-1.
g ne s’annule pas sur [0; +oof.
: : _f(x)
lim f(x)=+0 ; lim g(x)=—0 ; lim —<~=—x0,
X—>+00 ( ) X—>+00 ( ) X—>+00 g(x)
3°) Vrai
‘v’Xe[O +oo[ 0<f( )S
Donc vXe]O +oo[ f( )sﬂ d’ou VX€]0;+OO[0£f(X)Si.
X X X
On pose u(x)=0 et v(x):i
s
. : \ - - f(x)
Ona: lim u(x)= lim v(x)=0 donc d"aprés le théoréme des gendarmes ona: lim T:O.

1
3+2sinx

1. f(x)=

1°) f(x) existe si et seulement si 3+2 sin x =0
si et seulement si 2 sin x = -3

) .. 3
si et seulement si sin x # -

Cette condition est toujours Vvérifiée donc Dy =

VxeR —-1<sinx<1
—2<2sinx<2
1<3+42sinx<5

1>+ >1

3+2sinx 5



vxeR %s f (x)<1 donc f est bornée sur R.

2°) vxeR  g(x)=

Or vxeR  f(x)>
X2
Donc VxeR g(x)zg.
X
On pose u(x):g.

Ona: lim u(x)=+c donc d’apres I’extension du théoréme des gendarmes, lim g(x)=+o.

X—>+00 X—>+00

vxeR h(x)=e"xf(x)

Or vxeR %s f(x)<1.
Donc VxeR _ <h(x)<e™
On pose V()= ef; et w(x)=e™.

Ona: lim v(x)= lim w(x)=0 donc d’aprés le théoréme des gendarmesona: lim h(x)=0.

X—>+0 X—>+00 X—>+00

1.
3x=22>0
1°) f(x) existe si et seulement si < 2x+5>0

V2X+5-3#0

x>2

. . 5
si et seulement si < x> -

V2X+5#3

_ x=2
si et seulement si 3
2X+5%9

si et seulement si

D=[—;2[U]Z;+OO[



2°) Lorsque I’on étudie la limite de f (x) lorsque x tend vers 0, on rencontre une forme indéterminée du type

«K — »,

Pour lever I’indétermination, on va utiliser deux quantités conjuguées différentes.

(2 3x— 2)(2+\/3x 2)(J2x+5+3)
vxeD  fx)= ( 2X+5— 3)( 2x+5+3)(2+\/3x—2)

f(x)= —(3X—2) J2x+5+3
T (2x+5)-9 213x_2

f(x) 6—3x \/2x+5+3
2X— 4 24+/3x=2

f(X)_—3(X—2)XM+3
C2(x=2)  2+43x-2

f(x) —3 \/2X+5+3
2 2+\/3x 2

En détaillant bien les calculs, on trouve :

im 1 (x) ==

X—2

IV. f(x)=v4x*+1-2x.

1°) f(x) existe si et seulement si 4x*+1>0 (toujours vrai)

D=R

2°) Lorsque x tend vers +o, on rencontre une forme indéterminée du type « co—oo »,

3°) VxeR, V4x*+1+2x>0

Donc VxeR, ~4x*+1+2x=0

(\/4x2 +1—2x)(\/4x2 +1+2x)

xR, fx)= Jax2 +1 +2x
f(x):M
VAX® +1+2x
f (X —;
VAX® +1+2x
liml=1

X—>+00

0

donc par limite d'un quotient | lim f (x)

lim (\/4x2 +l+2X):+oo X420

X—>+00




V. f(x)=cosx e™.

1°) Pour tout réel x, ona: —1<cosx <1.
Donc en multipliant les deux membres par €*, on obtient I’encadrement |—e* < f (x) <e ™| (car *>0).

2°) Onpose u(x)=e™ et v(x)=e™.

vxeR  u(x)< f(x)<v(x)

limu(x)=0

X—>+00

_ donc d’apres le théoréme des gendarmes, ona: | lim f(x)=0
limv(x)=0 x40

X—>+00

VI f:x—> xzsinl.
X

Déterminons lim f (x).

x—0

On rencontre un probleme dans la détermination de la limite car sin—= n’a pas de limite lorsque x tend vers 0.
X

On utilise le théoreme des gendarmes.
N.B. : La méthode de changement de variable ne donne rien ici.

. . « Le sinus de n’importe quoi est toujours compris
vxeR" -1<sin 131 ( porte g J p

X entre —1 et 1 au sens large. »)
x x* (x*20) (On a multiplié les deux membres de I’inégalité par
x> < f(x)<x? X2 qui est positif ou nul.)

On pose u(x)=-x* et v(x)=x".

Ona: limu(x)=limv(x)=0 donc d’apres le théoréme des gendarmes, ona : |lim f (x)=0|

x—0 x—0 x—0




